
Ανάλυση ΙΙ

Σεπτέµβριος 2012

(Λύσεις)

Θέµα 1ο: Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της µερικής παραγώγου να ϐρείτε τις τιµές των

παραγώγων fx(0, 0) και fy(0, 0) της συνάρτησης

f(x, y) = x2 +
y2

2
−

(

x2

4
+ y2

)1/2

, x > 0, y > 0.

Λύση:

Σύµφωνα µε τον ορισµό έχουµε

fx(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

(∆x)2 −
[

(∆x)2

4

]1/2

∆x
= −

1

2

Με τον ίδιο τρόπο προκύπτει

fy(0, 0) = −1.

Θέµα 2ο: (α) Να ϐρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης

f(x, y) = (2x2 + y2)1/2, x > 0, y > 0, (1)

στο σηµείο P (0, 1) κατά την κατεύθυνση της κλίσης του. (ϐ) Να ϐρεθεί αν υπάρχουν

κατευθύνσεις όπου η παράγωγος κατά κατεύθυνση της συνάρτησης 1 στο σηµείο P (0, 1)
παίρνει τις τιµές 1, -1, 2.

Λύση:

Βρίσκουµε

(i)

(∇f)P = ey = a0, Daf = ey · ey = 1

(ii)

Αν ϑέσουµε τώρα
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a0 = cos θex + sin θey

Τότε

(∇f)P · a0 = sin θ

Και επιτρέπονται µόνο οι τιµές ±1.

Θέµα 3ο: Να εξετασθεί η ύπαρξη ή όχι των ορίων

lim(x,y)→(0,0)
x3y

x6+y2
και lim(x,y)→(0,0)

xy(x−y)
x2+y2

.

Λύση: α) Αντικαθιστώντας y = mx3, ϐλέπουµε ότι το όριο εξαρτάται από την τιµή της

παραµέτρου m. Συνεπώς δεν υπάρχει.

ϐ) ΄Εχουµε

lim
(x,y)→(0,0)

xy(x− y)

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

x2y

x2 + y2
− lim

(x,y)→(0,0)

y2x

x2 + y2
.

Ισχύουν επίσης οι σχέσεις
∣

∣

∣

x2

x2+y2

∣

∣

∣
≤ 1 ⇒

∣

∣

∣

x2y
x2+y2

∣

∣

∣
≤ |y| και

∣

∣

∣

y2

x2+y2

∣

∣

∣
≤ 1 ⇒

∣

∣

∣

y2x
x2+y2

∣

∣

∣
≤ |x|.

΄Οµως, limx→0 x = 0 = limy→0 y. Εποµένως,

lim
(x,y)→(0,0)

xy(x− y)

x2 + y2
= 0.

Θέµα 4ο: Ο ϱυθµός µεταβολής της περιστροφής (~ω) ενός ιδανικού ϱευστού µε ταχύτητα

~u, δίνεται από τη σχέση
∂~ω

∂t
= ~∇× (~u× ~ω). (2)

΄Εστω ότι ~u = ux~ex + uy~ey και ~ω = ωz~ez, µε ux = ux(x), uy = uy(y) και ωz = ωz(z).

Με αυτά τα δεδοµένα και γνωρίζοντας ότι ~∇·~ω = 0, να προσδιορίσετε τη µορφή της σχέσης

2. Με ϐάση την τελευταία, να αποδείξετε ότι ο ϱυθµός µεταβολής της περιστροφής ενός

διαστελλόµενου ϱευστού ελαττώνεται µε τον χρόνο, ενώ αυτός ενός συστελλόµενου αυξάνει.

Λύση: Από τους ορισµούς του εξωτερικού γινοµένου και της στροφής προκύπτουν οι

σχέσεις

~u× ~ω = uyωz~ex − uxωz~ey

και

~∇× (~u× ~ω) =
∂

∂z
(uxωz)~ex +

∂

∂z
(uyωz)~ey −

[

∂

∂x
(uxωz) +

∂

∂y
(uyωz)

]

~ez,
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αντίστοιχα. ΄Αρα, εφόσον ~∇ · ~ω = ∂ωz/∂z = 0 και ~∇ · ~u = ∂ux/∂x + ∂uy/∂y, η εξίσωση 2

γράφεται
∂~ω

∂t
= −(~∇ · ~u)~ω.

Συνεπώς, στην περίπτωση διαστολής, δηλαδή όταν ~∇ · ~u > 0, ο ϱυθµός περιστροφής

ελαττώνεται. Αντίθετα, η συστολή αυξάνει την περιστροφή.

Θέµα 5ο: Αν w = f(x, y, z) και τα (x, y, z) επαληθεύουν τη συνάρτηση g(x, y, z) = 3 και

στο σηµείο P (0, 0, 0) έχουµε ∇f = (1, 2, 2) και ∇g = (2,−1,−1). Υπολογίστε τις τιµές

των παραγώγων (α) ∂z/∂x, (ϐ) ∂w/∂x, στο σηµείο P .

Λύση: Από τη σχέση g(x, y, z) = 3 και ∇g = (2,−1,−1) έχουµε

gx + gz(∂z/∂x) = 0 →

(

∂z

∂x

)

= 2,

όµοια ϐρίσκουµε ότι (∂w/∂x) = 5.

Θέµα 6ο: Να υπολογισθεί ο µέγιστος όγκος του ορθογωνίου παραλληλογράµµου του

σχήµατος, αν το σηµείο P της κορυφής που είναι διαγώνια στο σηµείο (0,0,0) κινείται

πάνω στην επιφάνεια x2 + y2 + z = 1.

Λύση: Ο όγκος V = xyz = xy(1 − x2 − y2) και τα ακρότατα υπολογίζονται από τις

σχέσεις Vx = Vy = 0. Αν υποθέσουµε ότι x > 0, y > 0, τότε (x, y) = (1/2, 1/2). Υ-

πολογίζοντας στο σηµείο αυτό τις παραγώγους Vxx(1/2, 1/2) = −3/2, Vyy(1/2, 1/2) =
−3/2, Vxy(1/2, 1/2) = −1/2, V 2

xy − VxxVyy < 0 και καταλήγουµε ότι ο όγκος είναι µέγι-

στος.
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ΑΝΑΛΥΣΗ ΙΙ

Ιούνιος 2012

ΛΥΣΕΙΣ

Ονοµατεπώνυµο............................................................................. Α.Μ.............................

Θέµα 1ο Προσεγγίστε τη συνάρτηση

f(x, y) =
x(y − 4)

2 + x+ y
,

Στην αρχή των συντεταγµένων µε ένα πολυώνυµο p(x, y) τρίτου ϐαθµού ως προς τις µεταβλητές.

Στη συνέχεια εξετάστε αν το p(x, y) παρουσιάζει άκρες τιµές.

Λύση:

f(x, y) =
x(y − 4)

2

[

1

1 + x+y
2

]

≈ x(y − 4)

2

[

1− x+ y

2

]

− x

2
(x+ y)2 = p(x, y)

Το πολυώνυµο p(x, y) δεν παρουσιάζει άκρες τιµές.

Θέµα 2ο Φυσικό µέγεθος Q εξαρτάται από τις µεταβλητές p, s, T και δίνεται από τη συνάρτηση

Q(p, s, T ) =
ps− ln(1 + cos2 T )

1 + ps2

Ζητείται να ϐρεθεί η σχετική µεταβολή του ϕυσικού µεγέθους Q, όταν έχουµε µεταβολές ∆p,∆s
και ∆T στις µεταβλητές p, s, T .

Λύση:

dQ

Q
=

1

A1

[

A2

(

1

A2
− 2A1ps

A2
2

)]

ds +

[

s

A2
− s2A1

A2
2

]

dp+
sin 2TdT

A2(1 + cos2 T )

µε A1 = ps− ln(1 + cos2 T ), A2 = 1 + ps2

Θέµα 3ο Να εξετασθεί η ύπαρξη ή όχι των ορίων

lim(x,y)→(0,0)
x2−y2+x3+y3

x2+y2
και lim(x,y)→(0,0)

[

x+ y sin
(

1
x

)]

.

Λύση: Στην πρώτη, µε την αντικατάσταση x = r cosϑ και y = r sinϑ, αποδεικνύεται ότι δεν

υπάρχει όριο.

Στην δεύτερη µε τον ορισµό ϑεωρούµε σηµείο (x, y) στην περιοχή του (0, 0), που σηµαίνει ότι
√

x2 + y2 < δ. ΄Αρα έχουµε |x|, |y| < δ, η οποία οδηγεί στα εξής
∣

∣

∣

∣

x+ y sin

(

1

x

)∣

∣

∣

∣

≤ |x|+ |y|
∣

∣

∣

∣

sin

(

1

x

)∣

∣

∣

∣

< 2δ.

Εποµένως, ϑέτοντας δ = ε/2, καταλήγουµε στην
∣

∣

∣

∣

x+ y sin

(

1

x

)
∣

∣

∣

∣

< ε,
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η οποία ισχύει για κάθε ε (οσονδήποτε µικρό). ΄Αρα το Ϲητούµενο όριο είναι µηδέν.

Θέµα 4ο Θεωρούµε ϱευστό πυκνότητας ρ = ρ(t, x, y, z) το οποίο κινείται σε ϐαρυτικό δυναµικό

Φ = Φ(t, x, y, z). ΄Εστω ένα τυχαίο σωµατίδιο του ϱευστού, µε καρτεσιανές συντεταγµένες (x, y, z)
και ταχύτητα ~u = ~u(t, x, y, z). ΄Εστω επίσης ότι H = (∇·~u)/3 είναι η µέση απόκλιση της ταχύτητας

του ϱευστού. Να αποδείξετε ότι τα ολικά διαφορικά, ως προς τον χρόνο, των H και ~u γράφονται

dH
dt

= ∂H
∂t

+ (~u · ~∇)H και d~u
dt

= ∂~u
∂t

+ (~u · ~∇)~u,

αντίστοιχα (υπενθυµίζεται ότι ~u · ~∇ = ux∂/∂x + uy∂/∂y + uz∂/∂z). Στη συνέχεια, µε τη ϐοήθεια

της ταυτότητας

(~u · ~∇)~∇ · ~u = ~∇ · [(~u · ~∇)~u]− 1

3
(~∇ · ~u)2

και κάνοντας χρήση των εξισώσεων Euler και Poisson ,

d~u
dt

= −~∇Φ και ∇2Φ = ρ,

να αποδειχθεί ότι
dH

dt
= −H2 − 1

3
ρ.

Λύση: Ξεκινώντας από το ολικό διαφορικό της ταχύτητας έχουµε

d~u

dt
=

∂~u

∂t
+

∂~u

∂x

dx

dt
+

∂~u

∂y

dy

dt
+

∂~u

∂z

dz

dt

=
∂~u

∂t
+ ux

∂~u

∂x
+ uy

∂~u

∂y
+ uz

∂~u

∂z

=
∂~u

∂t
+ (~u · ~∇)~u.

Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται και η

dH

dt
=

∂H

∂t
+ (~u · ~∇)H.

Στη συνέχεια, αντικαθιστώντας την H = (∇ · ~u)/3 στην παραπάνω σχέση και κάνοντας χρήση της

ϐοηθητικής ταυτότητας, έχουµε

dH

dt
=

1

3

[

∂

∂t
(~∇ · ~u) + (~u · ~∇)~∇ · ~u

]

=
1

3

{

∂

∂t
(~∇ · ~u) + ~∇[(~u · ~∇)~u]− 1

3
(~∇ · ~u)2

}

.

Με αντιµετάθεση των µερικών παραγώγων έχουµε ∂(~∇ · ~u)/∂t = ~∇ · (∂~u/∂t), οπότε

dH

dt
=

1

3

{

~∇
(

∂~u

∂t

)

+ ~∇[(~u · ~∇)~u]− 1

3
(~∇ · ~u)2

}

1

3

[

∇
(

d~u

dt

)

− 3H2

]

.
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Τέλος, µε τη ϐοήθεια των εξισώσεων Euler και Poisson , καταλήγουµε στην

dH

dt
= −1

3
∇2Φ−H2

= −H2 − 1

3
ρ.

Θέµα 5ο Να ϐρεθούν τα σηµεία της επιφάνειας

x2 + y2 − 3y − yz − 6z + z2 = −5

που ϐρίσκονται πλησιέστερα και µακρύτερα από το επίπεδο Oxy.

Λύση: f(x, y, z) = z + λ(x2 + y2 − 3y + yz − 6z + z2 + 5)

fx = 2λx = 0 (1)

fy = λ(2y − 3 + z) = 0 (2)

fz = 1 + λ(y − 6 + 2z) = 0 (3)

fλ = (x2 + y2 − 3y + yz − 6z + z2 + 5) = 0 (4)

Από την εξίσωση 1 έχουµε x = 0 ή λ = 0 και από τη 2 λ = 0 ή z = 3 − 2y. Για λ 6= 0, x =
0, z = 3 − 2y αντικαθιστούµε στην 4 ϑα έχουµε µετά τις πράξεις 3y2 = 4 άρα y = ±2

√
3, z =

3± 4
√
3, x = 0. Το πλησιέστερο σηµείο ϑα είναι N(0, 2/

√
3, 3− 4/

√
3) και το πιο αποµακρυσµένο

F = (0,−2/
√
3, 3 + 4/

√
3).

Θέµα 6ο ΄Εστω οι επιφάνειες µε εξισώσεις : f1 = x2+ y2+ z2−9 = 0 και f2 = x2+ y2− z−3 = 0.

α) Να υπολογισθεί η γωνία θ που σχηµατίζει η τοµή τους στο σηµείο P (2,−1, 2)
ϐ) Να υπολογισθεί η παράγωγος της συνάρτησης f3 = x2 + y2 κατά την κατεύθυνση της εφαπτο-

µένης της καµπύλης C που σχηµατίζει η τοµή των δύο επιφανειών στο σηµείο P .

Λύση:

α) Υπολογίζουµε τις κλήσεις ∇f1 και ∇f2 στο σηµείο P και στη συνέχεια

cos ϑ =
(∇f1) · (∇f2)

|∇f1||∇f2|
=

8

3
√
21

⇒ ϑ ≃ 54, 4

ϐ) Η εφαπτοµένη στη καµπύλη C στο σηµείο P ϑα έχει διεύθυνση

~n3 = ~n1 × ~n2 όταν το

~n1 =
∇f1
|∇f1|

και ~n2 =
∇f2
|∇f2|

΄Αρα D~n3
f3 = (∇f3) · ~n3

3



ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΑΝΑΛΥΣΗ ΙΙ

(Λύσεις)

1. Αγωνιστικό αυτοκίνητο εκτελεί ευθύγραµµη κίνηση, όπου το διάστηµα

που διανύει x = x(t), ορίζεται ως πλεγµένη συνάρτηση του χρόνου t,
από την εξίσωση F (x, t) = x3 − xt2 + x − t3 = 0. Ζητείται να ϐρεθεί

η ϑέση, καθώς και το µέτρο της ταχύτητας και της επιτάχυνσης του

αυτοκινήτου τη χρονική στιγµή t = 1.

Λύση: Το µέτρο της ταχύτητας v = (dx/dt) και της επιτάχυνσης α =
(d2x/dt2) τη χρονική στιγµή t δίνονται από τις σχέσεις

v =
3t2 + 2tx

1− t2 + 3x2

α =
2
[

3t3(t2 + 10tx+ 12x2)− (3t+ x)(1 + 3x2)2 + 2xt2(3x2 − 1)
]

(t2 − 3x2 − 1)3

Για t = 1 προκύπτει x = 1, v = 5/3, α = −2/3.

2. Να ϐρεθεί η παράγωγος κατά κατεύθυνση της συνάρτησης f(x, y) =
ln[1 + sin2(x − 2y)], στο σηµείο P0(π/4, 0), κατά την κατεύθυνση της

ευθείας x− 2y = 2 (προς τα ϑετικά x).

Λύση: Υπολογίζουµε την κλίση της συνάρτησης f(x, y) στο σηµείο

P (π/4, 0)

(∇f)P =
2

3
êx −

4

3
êy.

Η διανυσµατική µονάδα κατά την Ϲητούµενη κατεύθυνση της ευθείας

x− 2y = 2 είναι

n̂0 =
2êx + êy√

5
.

Τελικά η παράγωγος της συνάρτησης f(x, y) κατά την Ϲητούµενη κατεύ-

ϑυνση στο σηµείο P0 είναι

Dn̂0
f = (∇f)P0

· n̂0 = 0.

1



3. Σε ποιά από τα σηµείαP1(1/2, 0), P2(b/a, 1), έχει η συνάρτηση f(x, y) =
x2 − axy2 + by2 − x, άκρα τιµή. Υπάρχουν άλλα κρίσιµα σηµεία της

συνάρτησης και, αν υπάρχουν, πως αξιολογούνται· (∆ικαιολογήστε την

απάντησή σας).

Λύση: Τα κρίσιµα σηµεία της συνάρτησης f(x, y) είναι

P1

(

1

2
, 0

)

, P3

(

b

a
,

√
2b− a

a

)

, P4

(

b

a
,
−
√
2b− a

a

)

,

ενώ το P2

(

b
a
, 1
)

δεν είναι κρίσιµο σηµείο της συνάρτησης. Το σηµείο

P1 είναι σχετικό ελάχιστο ενώ τα σηµεία P3, P4 είναι σαγµατικά, όταν

ισχύει 2b ≥ a.

4. Να ϐρεθεί η καρτεσιανή εξίσωση της σφαίρας που είναι οµόκεντρη µε

την σφαίρα x2 + y2 + z2 − 4x+ 6y + 8 = 0 και εφάπτεται του επιπέδου

x+ 2y − 3z − 1 = 0.

Λύση: Η σφαίρα x2+y2+z2−4x+6y+8 = 0 → (x−2)2+(y+3)2+z2 =
5, εποµένως έχει κέντρο το σηµείο (2,−3, 0) και ακτίνα

√
5. Η Ϲητούµενη

σφαίρα είναι οµόκεντρη και εφάπτεται του επιπέδου x+2y−3z−1 = 0
άρα η απόσταση του κέντρου της σφαίρας από το εφαπτόµενο επίπεδο

ϑα είναι ίση µε την ακτίνα της σφαίρας

R =
|1 · 2 + 2 · (−3)− 3 · 0− 1|

√

12 + 22 + (−3)2
=

5√
14

.

Η εξίσωση της Ϲητούµενης σφαιρας είναι

(x− 2)2 + (y + 3)2 + z2 =
25

14

5. Τα Ελληνικά Ταχυδροµεία για την αποστολή ενός δέµατος χρεώνουν α-

νάλογα µε το µέγεθος του κουτιού. Αν τα x, y, z ≥ 0 είναι οι ακµές ενός

κουτιού που έχει σχήµα παραλληλεπιπέδου, το κουτί δεν ϑα υπερχρε-

ωθεί αν 2x+ 2y + z2 ≤ 500cm. Να ϐρεθεί ο µέγιστο όγκος του κουτιού

για να µην υπάρξει υπερχρέωση.

Λύση: Η άσκηση µπορεί να λυθεί µε πολλούς τρόπους ενας από αυτούς

ϑα είναι να µεγιστοποιήσουµε τον όγκο V = xyz (µε x > 0, y > 0, z > 0)

2



όταν τα οι ακµές του παραλληλεπιπέδου υπακούουν ταυτόχρονα και το

δεσµό 2x+ 2y + z2 ≤ 500. Χρησιµοποιούµε την µέθοδο των πολλαπλα-

σιαστών Lagrange

F (x, y, z) = xyz + λ(2x+ 2y + z2 − 500)

και ϑα έχουµε

yz = −2λ

xz = −2λ

xy = −2λz

2x+ 2y + z2 = 500.

από το σύστηµα αυτό προκύπτει ότι x = y και z2 = x. Επιστρέφοντας

στο δεσµό υπολογίζουµε 2x+ 2x+ x = 500cm άρα x = y = 100cm και

z = 10cm και ο µέγιστος όγκος ϑα είναι V = 105cm3.

6. Αν το διανυσµατικό πεδίο ~E(x, y, z) επαληθεύει της εξισώσεις

∇ · ~E(x, y, z) = ρ(x, y, z),

όπου η ρ(x, y, z) γνωστή ϐαθµωτή συνάρτηση και

∇× ~E(x, y, z) = 0,

δείξτε ότι (α) ~E(x, y, z) = −∇ϕ και (ϐ) Υπολογίστε το ∇2ϕ, όταν η

ϕ(x, y, z) είναι επίσης ϐαθµωτή συνάρτηση.

Λύση: (α) Η στροφή της σχέσης ~E = −∇ϕ µας οδηγεί στη σχέση ∇×
E = ∇× (−∇ϕ) και εύκολα αποδεικνύουµε ότι

∇× (∇ϕ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

êx êy êz
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∂ϕ
∂x

∂ϕ
∂y

∂ϕ
∂z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

(ϐ)

∇ ·E = ∇ · (−∇ϕ) = −∇2ϕ = ρ(x, y, z)

άρα η Λαπλασιανή της ϕ, (∇2ϕ) είναι ίση µε −ρ(x, y, z).

3



EXETASEIS ANALUSH IIIoÔnio 2009(LÔsei)Onomatep¸numo:A.M: Ex�mhno:Jèma 1. 'Estw ìti h puknìthta enì reustoÔ d�netai apì mia sun�rthsh thmorf  ρ = ρ(x, y, z), ìpou {x, y, z} e�nai èna Kartesianì sÔsthma anafor�.An ρ0 e�nai h tim  th puknìthta sto shme�o P0(x0, y0, z0) kai ρ1 h tim  thsto geitonikì shme�o P1(x1, y1, z1), na apodeiqjei ìti se pr¸th (grammik )prosèggish isqÔei h sqèsh
ρ1 − ρ0 = ǭ · (∇ρ)

0
,ìpou ǭ einai to di�nusma metaxÔ twn shme�wn P0 kai P1.LÔsh: AnaptÔssonta kat� Taylor sto shme�o P0(x0, y0, z0) èqoume

ρ(x, y, z) = ρ(x0, y0, z0)+

(

∂ρ

∂x

)

0

(x−x0)+

(

∂ρ

∂y

)

0

(y−y0)+

(

∂ρ

∂z

)

0

(z−z0) .'Ara sto shme�o P1(x1, y1, z1) isqÔei h
ρ(x1, y1, z1) = ρ(x0, y0, z0)+

(

∂ρ

∂x

)

0

(x1−x0)+

(

∂ρ

∂y

)

0

(y1−y0)+

(

∂ρ

∂z

)

0

(z1−z0) .Sunep¸ katal goume sthn
ρ1 − ρ0 = ǭ · (∇ρ)

0
,ìpou ǭ = (x1 − x0)ē1 + (y1 − y0)ē2 + (z1 − z0)ē3.Jèma 2. H dÔnamh Lorentz enì magnhtikoÔ ped�ou B̄ = B1ē1 +B2ē2 +B3ē3kajor�zetai apì to di�nusma

F̄ =
1

2
∇B2 −

(

B̄ · ∇
)

B̄ , 1



ìpou B2 = B2

1
+B2

2
+B2

3
e�nai to tetr�gwno tou mètrou tou ped�ou. Upojètwn-ta ìti B2 = 0 = B3 kai ìti B1 = B1(x1, x2, x3), na prosdiorisjoÔn oi tre�sunist¸se tou dianÔsmato F̄ , w pro thn Kartesian  b�sh {ē1, ē2, ē3}, hapìklish kai h strof  touLÔsh: W pro thn b�sh {ē1, ē2, ē3}, h arqik  sqèsh gr�fetai

F1ē1 + F2ē2 + F3ē3 =
1

2

(

∂B2

∂x1

ē1 +
∂B2

∂x2

ē2 +
∂B2

∂x3

ē3

)

−
(

B1

∂

x1

+ B2

∂

x2

+ B3

∂

x3

)

(B1ē1 + B2ē2 + B3ē3) .'Omw, ef' ìson B2 = B2

1
+ B2

2
+ B2

3
, B2 = 0 = B3 kai B1 = B1(x1, x2, x3),èqoume

F1ē1 + F2ē2 + F3ē3 =
1

2

(

∂B2

1

∂x1

ē1 +
∂B2

1

∂x2

ē2 +
∂B2

1

∂x3

ē3

)

− B1

∂B1

x1

ē1 .'Ara, oi tre� sunist¸se tou dianÔsmato F̄ e�nai
F1 = 0 , F2 =

1

2

∂B2

1

∂x2

και F3 =
1

2

∂B2

1

∂x3

.Epomènw,
∇ · F̄ =

1

2

(

∂2B2

1

∂x2

2

+
∂2B2

1

∂x2

3

)kai
∇× F̄ = −1

2

∂2B2

1

∂x1x2

ē2 +
1

2

∂2B2

1

∂x1x3

ē3 .Jèma 3. (a) Na exetaste� an oi sunart sei
u = x + y + z v = 3x + 2y + 2z, w = 3x2 + 2xy + 2xze�nai grammik� exarthmène kai, an e�nai, na breje� h sqèsh pou ti sundèei.(b) Na breje� h ex�swsh tou efaptomènou epipèdou kai th k�jeth euje�asthn epif�neia
z = x2 − xy + 3y2 2



sto shme�o P (1, 1, 3).LÔsh: (a) Oi sunart sei e�nai grammik� exarthmène diìti h Iakwbian  touor�zousa e�nai �sh me mhdèn. H sqèsh pou ti sundèei e�nai
w − v2 + 2uv = 0.(b) H ex�swsh tou efaptomènou epipèdou, e�nai x + 5y − z = 3 en¸ h ex�swshth k�jeth euje�a sthn epif�neia, e�nai x − 1 = (1/5)(y − 1) = 3 − z.Jèma 4. Ep�pedh k�nhsh perigr�fetai apì to dunamikì
V (x, y) =

y

x + 2y
. (1)Na breje� èna polu¸numo deutèrou bajmoÔ w pro ti metablhtè, pou naprosegg�zei to dunamikì th Ex. (1) sto shme�o P (0,−1).LÔsh: Ergazìmenoi kat� ta gnwst� br�skoume Π(x, y) = 1

8
(x2+4x+2xy+4).Jèma 5 Na brejoÔn (an up�rqoun) ta shme�a pou kajistoÔn mègisto tohlektrostatikì dunamiko U(x, y, z) = x3 + y3 + z3 kai br�skontai p�nw sthnepif�neia x4 + y4 + z4 = a4.LÔsh: K�noume qr sh twn poll�plasist¸n Langrnge, �ra melet�me thnsun�rthsh

F (x, y, z, λ) = x3 + y3 + z3 + λ(x4 + y4 + z4 − a4)kai
Fx = 3x2 + 4x3λ = 0

Fy = 3y2 + 4y3λ = 0

Fz = 3z2 + 4z3λ = 0

Fλ = x4 + y4 + z4 − a4 = 0Ta kr�shma shme�a e�nai (x = y = z = 0) kai x = y = z = −3/(4λ), (kaioi sunduasmo� tou, p.q (0,−3/(4λ), 0) klp) antikajist¸nta sthn ex�swsh
Fλ = 0 ja èqoume λ = ±3 4

√
3/(4a) kai x = y = z = ± a

4
√

3
kai to mègistodunamikì U = 4

√
3a3. 3



Jèma 6 JewroÔme to elleiyoeidè
f(x, y, z) =

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
− 1 = 0(a) Na breje� to monadia�o di�nusma th exwterik  k�jeth sto shme�o

M(x0, y0, z0) tou elleiyoeidoÔ. (b) Na breje� h par�gwgo th f kat� thdieÔjunsh tou dianÔsmato autoÔ sto shme�o M(x0, y0, z0).LÔsh: (a) To k�jeto di�nusma sto elleiyoeidè prèpei na e�nai par�llhlome thn kl�sh sto shme�o M(x0, y0, z0)

~n =
2x

a2
êx +

2y

b2
êy +

2z

c2
êzkai to monadia�o

~n0 =
~n

| ~n |(b)
D~n0

= (∇f) · ~n0 = 2

√

x2

0

a4
+

y2

0

b4
+

z2

0

c4

4



 

Ανάλυση ΙΙ      
Σεπτέμβριος 2009 

(Λύσεις) 
 

 

1.  Αλ ( , )z x y  είλαη γλσζηή ζπλάξηεζε θαη ( , ) ,    xu x y e y  

( , ) xx y e y  λα ππνινγηζζνύλ ηα 
xx yyA z z   θαη 2 2( ) ( )y

xB z z   ζηηο 

λέεο κεηαβιεηέο (u,v). Υπάξρνπλ ηηκέο ησλ κεηαβιεηώλ u θα v γηα ηηο νπνίεο 
ηα Α θαη Β λα παξακέλνπλ αλαιινίσηα κεηά ην κεηαζρεκαηηζκό ζηηο λέεο 
κεηαβιεηέο;    

 

Λύση.: Θα ππνινγίζσ ηηο παξαγώγνπο ηεο z ζηηο λέεο κεηαβιεηέο (u,v). 
 

cos sin ,

sin cos ,

x x

x u x v x u v

x x

y u y v y u v

z z u z v z e y z e y

z z u z v z e y z e y

   

    
 

θαη 
 

   

   

   

2 2

2 2
2

2 2
2

2

cos 2 cos sin sin cos sin ,

Ομοια

sin 2 cos sin cos cos sin .

xx uu x uv x x vv x u xx v xx

x x x x x

xx uu uv vv u v

x x x x x

yy uu uv vv u v

z z u z u v z v z u z v

z z e y z e y y z e y z e y z e y

z z e y z e y y z e y z e y z e y

     

    

    

 

 
 
Δπνκέλσο,  

   

   

2 2 2 2 2 2

2 2 2

sin cos sin cos

( ) .

x x

xx yy uu vv

x

uu vv uu vv

A z z e y y z e y y z

e z z u v z z

     

    
 

 
 

       

   

   

2 222

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

cos sin sin cos

cos sin 2 cos sin cos cos 2 cos sin

cos sin sin cos

( )

x x x x

x y u v u v

x

u v u v v u u v

x

u v

x

u v u v

B z z z e y z e y z e y z e y

e z y z y z z y y z y z y z z y y

e z y y z y y

e z z u v z z

      

       

    
 

    

ηα 

 2 2( ) uu vvA u v z z    

 

  
2 2 2 2( ) u vB u v z z      

παξακέλνπλ αλαιινίσηα όηαλ 
2 2 1u v   

 
 



1.  Έλαο δνξπθόξνο αθνινπζεί ηελ ηξνρηά 
3 3 12 0x y xy    θαη επηθνηλσλεί κε 

ην θέληξν ειέγρνπ πνπ βξίζθεηαη ζην ζεκείν Μ(1,1) κόλνλ όηαλ ν ρξόλνο 
επηθνηλσλίαο ηνπο γίλεη ειάρηζηνο. Υπνινγίζηε ην ρξόλν πνπ ζα θάλεη ην 

ζήκα (αλ ππνζέζνπκε όηη ηαμηδεύεη κε  ηαρύηεηα 0v ) γηα λα θηάζεη από ην 

δνξπθόξν ζην θέληξν ειέγρνπ.  
 

 Λύση: α) Θα πξέπεη λα γίλεη ειάρηζηε ε απόζηαζε 
2 2 2( 1) ( 1)d x n     

όηαλ ν δνξπθόξνο είλαη ζηελ ηξνρηά 
3 3 12 0x y xy   . Υπνινγίδνληαο ηα 

αθξόηαηα από ηε ζρέζε 
 

   
2 2 3 3( 1) ( 1) 12F x y x y xy           

 

 

2

2

2( 1) (3 12 ) 0

2( 1) (3 12 ) 0

x

y

F x x y

F y y x





    

    
 

 

 
3 3 12 0F x y xy      

 

 
2

2( 1) 2( 1)

3 12 3 12z

x y

x y y x

 


 
 

 

   ( ) 3 9 12 0x y x y xy         άξα ηα ζεκεία ζα ππνινγηζζνύλ από ηηο 

ζρέζεηο 
  
 

 1 3 3

0

12 0

x y

x y xy

 
 

  
            θαη           2 3 3

( )(3 9) 12 0

12 0

x y xy

x y xy

   
 

  
 

 
 

 1 0,     6x y x y       από ην Σ2  δελ πξνθύπηεη θαλέλα ζεκείν. 

 Ζ ειάρηζηε απόζηαζε ζα είλαη 2d    θαη ν ρξόλνο  02 /t  . 

 
  
  

 
 
2. Εεηείηαη λα βξεζνύλ νη ηηκέο ηεο παξακέηξνπ λ θαη ηνπ αθέξαηνπ αξηζκνύ m, 

ώζηε λα ππάξρεη ην όξην 
 

    
   

2 2 2, 2

2
lim

2( 2 ) 4

m

x y

x y

x y x y



  

 

    
 

 
            (Γηθαηνινγείζηε ηελ απάληεζή ζαο) 
 

Λύση: Θέησ 1 1,   2x x y x     θαη ην όξην γίλεηαη  

  



   
1 1

1 1

2 20, 0
1 1

lim
m

x y

x y

x y  
 

 
Φξεζηκνπνηώληαο πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο πξνθύπηεη όηη ην όξην ππάξρεη θαη 

είλαη κεδέλ   θαη 1m  . 

 

3. α) Αλ γηα ηηο ζπλαξηήζεηο ( , ), ( , )u x y x y  ηζρύεη 
y x

x

u
u






  δείμηε όηη ηζρύεη 

2 2( )u x y  . 

 
  β) Να βξεζεί ε ηηκή ηεο παξακέηξνπ α>0, έηζη ώζηε ε δεύηεξε παξάγσγνο 

ηεο πιεγκέλεο ζπλάξηεζεο ( )y y x , πνπ νξίδεηαη από ηελ εμίζσζε 
2 2( , ) 1 0F x y x ay    , λα έρεη γηα 1y  , ηελ ηηκή -1/4. 

 

Λύση: α) Αλ ζέζσ 
2 2x y   , βιέπσ εύθνια, όηη ιόγσ ηεο δνζείζεο 

ζρέζεσο, νη ζπλαξηήζεηο ,u   είλαη ζπλαξηεζηαθά εμαξηεκέλεο. Σπλεπώο 

ηζρύεη 
2 2( ).x y    

 

Β) Αλ ιάβσ ππ’όςηλ όηη 
2 2 1x ay   θαη 

2 3

1
,y

a y


   γηα 1,y   βξίζθσ 

2 0.a    

 
 

5. Τν δηάλπζκα ηεο ζπλνιηθήο επηηάρπλζεο ξεπζηνύ πνπ θηλείηαη κε ηαρύηεηα   

ζε βαξπηηθό πεδίν δπλακηθνύ U  είλαη 
 

d
A U

dt


  , 

 

όπνπ 
x x y y z ze e e       (κε  , , ,i i t x y z  , , ,i x y y  ). Αλ  

 

1

3

d

dt t

 



  


, 

 

είλαη ε νιηθή παξάγσγνο ηεο ηαρύηεηαο ηνπ ξεπζηνύ θαη    (κε 

( )t ), λα απνδεηρζεί όηη 

21 1

3 2

d
A

dt



     . 

 

Σεκεηώλεηαη όηη   είλαη ε ππθλόηεηα ηνπ ξεπζηνύ, κε 22 U   . 

 
Λύση: Με δεδνκέλν ηνλ νξηζκό ηεο κεηαθνξηθήο παξαγώγνπ ηεο ηαρύηεηαο, 

ηελ ζρέζε 22 U    θαη ην όηη 0  , ε απόθιηζε ηνπ δηαλύζκαηνο A  νδεγεί 

ζηελ 
 

21 1
, (1)

3 2
A

t




 
        

 



 
όπνπ 
 

31 2
1 2 3e e e

t t t t

   
  

   
. 

 
Από ην παξαπάλσ αλάπηπγκα πξνθύπηεη ε 
 

.

yx z

yx z

t x t y t z t

d

t x y z t dt

 

 

          
                      

    
     
     

 

 
Αληηθαζηζηώληαο ηελ ηειεπηαία ζην δεμηό κέινο ηεο (1), θαηαιήγνπκε ζηελ 
δεηνύκελε ζρέζε. 
 
 
 

6. Να πξνζεγγηζζεί κε πνιπώλπκν 2νπ βαζκνύ ε ζπλάξηεζε 
 

    , ln 1f x y x y   , 

ζηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 
 

 
 

           Λύση: Με απιή εθαξκνγή ηνπ ηύπνπ πξνθύπηεη ε πξνζεγγηζηηθή ζρέζε 
 

   
21

ln 1
2

x y x y x y      . 

 
 
 



 

Εξετάσεις Ανάλυση ΙΙ  
Ιούνιος 2008 

(Λύσεις) 
4/6/2008 

1. Η συνάρτηση του δυναμικού U της βαρύτητας εξαρτάται μόνο από την απόσταση 
2 2 2r x y z= + + από την αρχή  των συντεταγμένων, δηλαδή ( )U r . Μετατρέψτε την 

έκφραση, 
 

2 2 2

2 2 2

U U UA
x y z

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

 

       σε παραγώγους του U ως προς r. 
 
Λύση: 
 

U U r
x r x

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
 

 
 

 
22 2 2

2 2 2

U U r U r
x r x r x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 
 

.     
22 2 2

2 2 3

1U U x U x
x r r r r r

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

  
          

22 2 2

2 2 3

1U U y U y
y r r r r r

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
22 2 2

2 2 3

1U U z U z
z r r r r r

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

xx yy zz rrU U U U+ + = +
2

rU
r

 

 
2. Εάν 2 2( , ) ( , )f x y x y y z x y= + και το ( , )z x y  ορίζεται από τη σχέση 2 2 3 0x y z− − + = , 

να προσεγγισθεί η ( , )f x y  με πολυώνυμο πρώτου βαθμού στη γειτονιά του σημείου 
(2,2)M . 

 
Λύση: 
 

2 2( , ) ( , )f x y x y y z x y= +  
 

0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )x yf x y f x y x x f x y y y f x y= + − + −                    
 



22x xf xy y z= +     2 22y yf x yz y z= + +  .   Από τη σχέση 2 2 3 0x y z− − + = ,   

υπολογίζουμε το z=2 και 2

2 1
3 3x

xz
z

= = , 2

2 1
3 3y

yz
z

= =  άρα 
28
3xf = , 

40
3yf =  

    

    
28 40( , ) 16 ( 2) ( 2)
3 3

f x y x y= + − + − . 

 
 

 
3. Μια εταιρία σχεδιάζει να λανσάρει τρία νέα προϊόντα. Υποθέτοντας ότι θα κατασκευάσει  

x, y, z χιλιάδες από το καθένα αντίστοιχα υπολόγισε ότι τα κέρδη της θα ακολουθούν την 
συνάρτηση  2 2( , , ) 2 .f x y z x y z= − − Τεχνικοί περιορισμοί επιβάλουν τα νέα προϊόντα 
να υπακούουν  την εξίσωση ( , , ) 2 0.x y z z x yϕ = − + = Πόσες χιλιάδες  νέα προϊόντα 
πρέπει να κατασκευαστούν  για να μεγιστοποιηθούν τα κέρδη?  

Λύση: 
 
 
Αντικαθιστώντας την τιμή του z από τον δεσμό έχουμε  
  
 2 2( , ) 2 ( 2 ) ,   f x y x y x y= − − − . 
 
Βρίσκουμε ένα κρίσιμο σημείο το  

 
3 1,   y
2 2

x = =  

 
και 2, 4, 12A B= − = Γ = −  
 
 2 8.B AΔ = − Γ = −  
Άρα η συνάρτηση παρουσιάζει μέγιστο. 

 
 

4. Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης 
  

1( , ) ln(2 sin 2 ) tan ( ) , 0,yf x y x xy a a−= + + + >  
κατά την κατεύθυνση της ευθείας 2x-y=2, προς τα αρνητικά y, στο σημείο P(0,1).  
 
Λύση: 
 
Η διανυσματική μονάδα κατά μήκος της ευθείας είναι  
 

 
2
5

x ye e
a

+
= −  

Επίσης έχουμε 
 
 ( ) 2 lnx yp

f e a ae∇ = +  

Τελικά 
 

 ( ) 2 [1 ln ]
5a p

D f a f a a= ⋅ ∇ = − +  

 
 



 
5. ∆ίνεται η επιφάνεια 

3 2( , , ) 12 0f x y z x y z= − = . 
Να προσδιορισθούν οι εξισώσεις του εφαπτόμενου επιπέδου και της κάθετης ευθείας στο 
σημείο 0 (1, 2,3)P − της παραπάνω επιφάνειας. 

Λύση 
 
Το κάθετο διάνυσμα της επιφάνειας είναι 

2 2 3 3 2
1 2 3 1 2 33 2f f ff e e e x y ze x yze x y e

x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + + = + +
∂ ∂ ∂ . 

Άρα, στο 0 (1, 2,3)P − , 

( ) 1 2 3
0

9 3f e e e∇ = − +
. 

Αν ( , , )P x y z  είναι τυχαίο σημείο του εφαπτόμενου επιπέδου, τότε το διάνυσμα 

1 2 3( 1) ( 2) ( 3)v x e y e z e= − + + + − , 

ανήκει επίσης στο εφαπτόμενο επίπεδο και είναι κάθετο στο ( )
0

f∇ . Άρα, η 

( ) 9( 1) 3( 2) ( 3) 0v f x y z⋅ ∇ = − − + + − =
, 

είναι η εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου.  
 
Η κάθετη ευθεία στο σημείο 0 (1, 2,3)P −  της επιφάνειας είναι παράλληλη στο διάνυσμα 

( )
0

f∇ . Άρα έχει εξίσωση 

1 2 3
9 3 1

x y z− + −
= =

− . 
 
 

6. Έστω ότι E  και B  είναι τα ηλεκτρικά και μαγνητικά πεδία, αντίστοιχα, ενός 
ηλεκτρομαγνητικού πεδίου το οποίο `διαπερνά’ ένα φορτισμένο ρευστό. Σύμφωνα με τις 
εξισώσεις Maxwell ισχύουν τα εξής 

B E
t

∂
= −∇×

∂
      και     0B∇⋅ = , 

      Υποθέτουμε επίσης ότι E v B= − × , όπου v  είναι η ταχύτητα του ρευστού. Τότε, 

       αν 22B B e=  και 11v v e= , με 2 2 ( , , )B B x y z= και 1 1( , , )v v x y z= , να αποδειχθεί ότι 

1 1 2
1 22 2 1

v v BB B e B v e
t y x x

∂ ∂ ∂∂ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
. 

 
 

Λύση 
 
Έχουμε  

1 2 3

31 1 2

2

0 0
0 0

e e e
E v B v v B e

B

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= − × = − = −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

.         

Επίσης 



1 2 3

1 2 1 2
1 22 1 2 1

1 20 0

e e e
v B v BE B v e B v e

x y z y y x x
v B

⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞⎢ ⎥∇× = = − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥
−⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Όμως 
2 0.BB

y
∂

∇ ⋅ = =
∂

 

Συνδυάζοντας τις παραπάνω σχέσεις καταλήγουμε στην ζητούμενη έκφραση. 
 



EXETASEIS ANALUSH II
IoÔlioc 2007
(LÔseic)

1. 'Estw

y2 = x2 + f(y2 + z2) (1)

ìpou f(y2+z2) aujaÐreth paragwgÐsimh sun�rthsh me suneq  par�gwgo
kai f ′ 6= 0. DeÐxte ìti h Ex. (1) orÐzei se plegmènh morf  tic
sunart seic x = x(y, z) kai z = z(x, y). BreÐte tic merikèc parag¸gouc
xy kai zy twn sunart sewn aut¸n kai deÐxte ìti ikanopoioÔn th sqèsh

yz
∂z

∂y
− xz

∂x

∂y

∂z

∂y
− xy

∂x

∂y
= 0. (2)

LÔsh: OrÐzoume thn sun�rthsh

F (x, y, z) = y2 − x2 − f(y2 + z2) (3)

H Ex. (3) orÐzei tic sunart seic z = z(x, y) kai x = x(y, z) ìtan
Fx = −2x 6= 0 kai Fz = −2zf ′ 6= 0, dhlad  ìtan x 6= 0, z 6= 0. Oi
merikèc par�gwgoi orÐzontai apì tic sqèseic

xy = −Fy/Fx = y(1− f ′)/x,

zy = −Fy/Fz = y(1− f ′)/(f ′z).

Antikajist¸ntac sthn Ex. (2) tic parap�nw timèc deÐqnoume ìti thn
epalhjeÔoun.

2. UpologÐste thn mègisth kai el�qisth tim  thc sun�rthshc f(x, y, z) =
x + y + z pou eÐnai orismènh sta shmeÐa thc sfaÐrac x2 + y2 + z2 = a2 .
LÔsh: DhmiourgoÔme th nèa sun�rthsh

F (x, y, z) = x + y + z + λ(x2 + y2 + z2 − a2)

Kai apì tic sqèseic Fx = Fy = Fz = Fλ = 0 brÐskoume ìti x = y = z =
1/(2λ) kai k�nontac qr sh tou desmoÔ brÐskoume ìti λ = ±√3/(2a)  
x = y = z = ±a/

√
3. H megÐsth tim  thc sun�rthshc eÐnai

√
3a kai h

elaqÐsth −√3a.

1



3. Exet�ste an up�rqei to ìrio

lim
(x,y,z)−→(0,1,∞)

e
tan3 x

sin2 x+(y−1)2

[
z + cos(x + y + z)
z − sin(x + y + z)

]
. (4)

LÔsh: Kont� sto mhdèn isqÔei tanx ≈ sinx ≈ x. Jètoume t = y − 1
sto pr¸to ìrio kai to zhtoÔmeno ìrio gr�fetai .

lim
(x,t)−→(0,0)

e
tan3 x

sin2 x+t2 lim
(x,y,z)→(0,1,∞)

[
1 + cos(x+y+z)

z

1− sin(x+y+z)
z

]
. (5)

To pr¸to apì ta parap�nw ìria brÐsketai eÔkola Ðso me 1, an
metasqhmatÐsoume se polikèc suntetagmènec . 'Iso me th mon�da eÐnai
kai to deÔtero ìrio. 'Ara to sunolikì ìrio eÐnai h mon�da.

4. Ta et sia èsoda miac epiqeÐrhshc dÐnontai apì th sun�rthsh

f(x, y) = xayb, a, b 6= 0 (6)

a) ProseggÐste th sun�rthsh (6) me èna polu¸numo deutèrou bajmoÔ
wc proc tic metablhtèc sthn perioq  tou shmeÐou P0(1, 1).

b)An h grammik  prosèggish thc sun�rthshc gia x = 1.1, y = 1.1
antiproswpeÔei ta et sia èxoda thc epiqeÐrhshc gia to 2006, na brejeÐ
an h epiqeÐrhsh èqei kèrdoc   zhmÐa gia to ètoc autì, ìtan a = 3, b = 2.
[DÐnetai (1.1)5 = 1.61]

LÔsh: AnaptÔssontac se seir� Taylor sthn perioq  tou shmeÐou (1, 1)
brÐskoume

f(x, y) ≈ 1 + a(x− 1) + b(y − 1) (7)

+
1
2

[
a(a− 1)(x− 1)2 + 2ab(x− 1)(y − 1) + b(b− 1)(y − 1)2

]

(b) Krat¸ntac touc grammikoÔc ìrouc èqoume

f(x, y) ≈ 1 + a(x− 1) + b(y − 1) (8)
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Sto shmeÐo (1.1,1.1) h (8) paÐrnei thn tim  1.5 pou eÐnai ta èxoda thc
epiqeÐrhshc gia to 2006. 'Omwc ta èsoda thc epiqeÐrhshc gia ton Ðdio
qrìno dÐnontai apì thn tim  sun�rthsh

f(x, y, z) = xayb. (9)

Sto shmeÐo (1.1, 1.1) h (9) dÐnei arijmhtikì apotèlesma 1.61. H diafor�
1.61− 1.5 = 0.11 eÐnai ta kèrdh thc epiqeÐrhshc.

5. a) Na brejeÐ h par�gwgoc thc sun�rthshc

f(x, y) = ey√xy, x > 0, y > 0 (10)

sto shmeÐo P (1, 1) kat� thn kateÔjunsh tou arnhtikoÔ �xona Oy.
b) Na brejeÐ h pr¸th kai h deÔterh par�gwgoc thc plegmènhc
sun�rthshc y = y(x) h opoÐa orÐzetai apì thn exÐswsh

F (x, y) = ax− xy − y2 = 0, a 6= 0. (11)

LÔsh: a) H par�gwgoc sun�rthshc kat� kateÔjunsh tou monadiaÐou
dianÔsmatoc ~a sto shmeÐo P (1, 1) dÐnetai apì th sqèsh

(Daf)P = (∇f)P · ~a (12)

EÐnai ìmwc

(∇f) =
[
∂f

∂x
~i +

∂f

∂y
~j

]
=

e

2
~i +

3e

2
~j (13)

~a = −~j. Antikajist¸ntac tic parap�nw timèc sthn (13) brÐskoume

(Daf) = −3e

2
. (14)

b)

dy

dx
=

a− y

x + 2x
,

d2y

dx2
=

2(y − a)(a + x + y)
(x + 2y)3

(15)
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6. a) DÐnetai h epif�neia x3y2z = 12. Na brejoÔn to k�jeto di�nusma kai
to efaptìmeno epÐpedo sto shmeÐo P (1,−2, 3).

b) JewroÔme reustì me puknìthta pou dÐnetai apì ρ(x, y, z, t), ìpou
x = x(t), y = y(t), z = z(t) orÐzoun tic kartesianèc suntetagmènec kai
t ton qrìno. An h sunolik  metabol  thc puknìthtac eÐnai mhdèn, na
apodeiqjeÐ ìti

∂ρ

∂t
= −v · ∇ρ (16)

ìpou ~v eÐnai h taqÔthta tou reustoÔ.

LÔsh: a) H epif�neia orÐzetai apì thn:

f(x, y, z) = x3y2z − 12 = 0 . (17)

To k�jeto di�nusma sto P0(x0, y0, z0) eÐnai:

~∇f =
(

∂f

∂x

)

0

~i +
(

∂f

∂y

)

0

~j +
(

∂f

∂z

)

0

~k . (18)

Kat� sunèpeia, sto shmeÐo P (1,−2, 3),

~∇f = 9~i− 3~j + ~k . (19)

To efaptìmeno epÐpedo sto P0(x0, y0, z0) dÐnetai apì thn exÐswsh:

(
∂f

∂x

)

0

(x− x0) +
(

∂f

∂y

)

0

(y − y0) +
(

∂f

∂z

)

0

(z − z0) = 0 . (20)

'Ara, sto P (1,−2, 3),

9(x− 1)− 3(y + 2) + (z − 3) = 0 (21)

b) To olikì diaforikì thc ρ = ρ(x, y, z, t) eÐnai:

dρ =
∂ρ

∂x
dx +

∂ρ

∂y
dy +

∂ρ

∂z
dz +

∂ρ

∂t
dt = 0 . (22)
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Epomènwc,

∂ρ

∂x

dx

dt
+

∂ρ

∂y

dy

dt
+

∂ρ

∂z

dz

dt
+

∂ρ

∂t
= 0 (23)

kai

∂ρ

∂t
= −v · ∇ρ . (24)

5



 

Εξετάσεις Ανάλυση ΙΙ 
Σεπτέμβριος 2007 (2) 

(Λύσεις) 
2/10/2007 

 
 
 

1. Εξετάστε αν υπάρχει το όριο  

  
( )

( )

3

2 2
1 2 23

4
2 2( , ) (0,0)

tan 4
lim  .

4

x
x y

x y

x y
e

x y

−
+

→

⎧ ⎫+⎪ ⎪
⎨ ⎬

+⎪ ⎪⎩ ⎭
  

 
ΛΥΣΗ. Το πρώτο από τα παραπάνω όρια βρίσκεται εύκολα ίσο με 1, αν 
μετασχηματίσουμε σε πολικές συντεταγμένες . Ίσο με τη μονάδα είναι και το δεύτερο 
όριο. Θέτουμε 2 24x y t+ = .   Κοντά στο μηδέν ισχύει  tan-1t=t. Είναι λοιπόν   

0
lim =1 .
t

t
t→

     

Συνεπώς το συνολικό όριο είναι ίσο με τη μονάδα.  
 
    

2. Εξετάστε αν  παράσταση  
 

2 ln tan , 0
cos

y yy a dx xa a x dy a
x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
>     

 
είναι  τέλειο διαφορικό κάποιας συνάρτησης  ( ),f x y . Στην περίπτωση που είναι, 

ζητείται να βρεθεί η συνάρτηση  ( ),f x y . 
 

ΛΥΣΗ: Ισχύει 

2 ln tan .
cos

y yy a xa a
y x x
∂ ∂⎡ ⎤ x⎡ ⎤+ = +⎣ ⎦⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

    

 
Επομένως η παράσταση είναι τέλειο διαφορικό κάποιας συνάρτησης  ( ),f x y . 
Εργαζόμενοι κατά τα γνωστά βρίσκουμε 
  

( ), tanyf x y xa y x c= + + . 
 
 
 
 

3. Εξετάστε αν οι συναρτήσεις  
                        ( )( )1 2 32 , 2 , 2 ,f x y z f x y z f x y z y z= + − = − + = − − −   
          είναι συναρτησιακά εξαρτημένες. Στην περίπτωση που είναι να βρεθεί η σχέση   
           που τις συνδέει. 
 



 
ΛΥΣΗ: Επειδή η Ιακωβιανή  ορίζουσα 

( )
( )

1 2 3, ,
, ,

D f f f
D x y z

 

είναι ταυτοτικά ίση με μηδέν οι δοθείσες  συναρτήσεις είναι συναρτησιακά 
εξαρτημένες. Η σχέση που τις συνδέει είναι  
 

( )2 2
3 1 2 / 3f f f= −  

 
 
 

4. Δείξτε ότι η συνάρτηση ( / ) ( / )z x y x yh y xϕ= + επαληθεύει  τη διαφορική εξίσωση 

  . 2 22 0xx xy yyx z xyz y z+ + =
           Οι συναρτήσεις φ και h είναι δύο φορές διαφορίσιμες στο πεδίο ορισμού τους 
 
Λύση: Η συνάρτηση z είναι ομογενής πρώτου βαθμού άρα 
 
    x yxz yz z+ =  
παραγωγίζοντας ως προς x έχουμε 
 
   x xx xy xz xz yz z+ + =    (1) 
 
και στη συνέχεια ως προς y 
 
   xy y yy yxz z yz z+ + =    (2) 
 
Πολλαπλασιάζοντας την (1) με το x και τη (2) με το y και προσθέτοντας 
καταλήξουμε στη ζητούμενη σχέση 
 
 
 

5. Υποθέτουμε ότι ισχύει η εξίσωση 02 2 2 2 2( ,  )F x y x y z+ − + = , όπου 0,  0  
και ( , )z x y  είναι πλεγμένη συνάρτηση. Δείξτε ότι η συνάρτηση ( , )z x y  δεν 
παρουσιάζει ακρότατα στο πεδίο ορισμού της. 

x y≠ ≠

 
Λύση: Οι συναρτήσεις 2 2 2 2 2

1 2,  ,f x y f x y z= + = − +

1 2( ,F f f
 είναι συναρτησιακά 

εξαρτημένες όπως φαίνεται  από την εξίσωση ) 0= , άρα η Ιακωβιανή 
ορίζουσα είναι μηδέν, 
 

   1 2
2 2( , ) 0

2 2 2 2( , ) x y

x yD f f
x zz y zzD x y

= =
+ − +

 

ή 

   2y x
z zz z
y x

− =  

 



Είναι αδύνατον η συνάρτηση να παρουσιάζει ακρότατα γιατί αν 
τότε η εξίσωση 

( , )z x y
( / )y z x z0x yz z= = ( / ) 2xz y z − =  δεν επαληθεύεται. 

 
 

6. Σώμα στρέφεται με σταθερή γωνιακή ταχύτητα  έτσι ώστε 
 

    και  
όπου  είναι το διάνυσμα θέσης του σώματος και  οι διανυσματικές μονάδες 
σε ένα καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων.  Αν  είναι η ταχύτητα της 
κίνησης, να αποδειχθεί ότι  

 
με τη χρήση της ταυτότητας  

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 



ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΑΝΑΛΥΣΗ ΙΙι

Ιούνιος 2005

(Λύσεις)

1. Να υπολογισθεί (αν υπάρχει) το όριο της συνάρτησης

F (x, y, z) =
x2 + y2 − (x2 + y2) cos(

√

x2 + y2 + z2)

x4 + 2x2y2 + y4 + x2z2 + y2z2

στην αρχή των αξόνων.

Λύση: Η συνάρτηση F γράφεται

F =
x2 + y2

x2 + y2
· f = f,

όπου

f =
1 − cos(

√

x2 + y2 + z2

x2 + y2 + z2
.

Το όριο

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

f = lim
(x,y,z)→(0,0,0)

1

2









sin

(√
x2+y2+z2

2

)

√
x2+y2+z2

2









2

= 1/2.

΄Αρα το όριο της F είναι το 1/2.

2. ∆είξτε ότι αν η συνάρτηση f(x, y, z) ορίζεται από την εξίσωση F (f, x −
y, z + y + x) = 0 τότε ϑα επαληθεύει και την εξίσωση

∂f

∂x
+

∂f

∂y
= 2

∂f

∂z
.

Λύση: Οι συναρτήσεις f, u = x − y, v = z + x + y είναι συναρτησιακά

εξαρτηµένες άρα ϑα επαληθεύουν την Ιακωβιανή ορίζουσα

J =
D(f, u, v)

D(x, y, z)
= 0.

Με αντικατάσταση και από τον υπολογισµό της ορίζουσας καταλήγουµε

στη Ϲητούµενη σχέση.
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3. Θεωρούµε την εξίσωση F (x, y, z) = z3 − xz − y = 0. (α) Να ϐρεθούν

τα σηµεία (x, y, z) του R3 σε περιοχές των οποίων η εξίσωση F = 0
ορίζει τη συνάρτηση z = z(x, y). (ϐ) Να υπολογισθούν οι ισοσταθµικές

καµπύλες της συνάρτησης z(x, y) πολύ κοντά στο σηµείο P (0, 1).

Σχήµα 1: Οι ισοσταθµικές καµπύλες

Λύση: (α) Το ϑεώρηµα των πλεγµένων συναρτήσεων αποκλείει τα ση-

µεία 3z2
0 = x0, γιατί στα σηµεία αυτά η παράγωγος Fz είναι ίση µε

το µηδέν. (ϐ) Για να ϐρούµε τις ισοσταθµικές καµπύλες στη περιοχή

P (0, 1) ϑα πρέπει να αναπτύξουµε σε σειρά Taylor στη γειτονιά του εν

λόγω σηµείου.

Αρκεί δηλαδή να υπολογισθούν οι παράγωγοι

zx(0, 1), zy(0, 1), zxx(0, 1), zxy(0, 1), zyy(0, 1).

Το ανάπτυγµα είναι

z(x, y) = 1 +
x

3
+

y − 1

3
− x(y − 1)

9
− 2(y − 1)2

9
+ ...

και οι ισοσταθµικές καµπύλες δίνονται από τη σχέση

x + (y − 1) − x(y − 1)/3 − 2(y − 1)2/3 = k.

2



4. Εντός δοθέντος ορθογωνίου παραλληλογράµου να ϐρεθεί σηµείο τέτοιο

ώστε το άθροισµα των αποστάσεων του από τις κορυφές του παραλλη-

λογράµου να είναι ελάχιστο.

Λύση: Το παραλληλόγραµο ABCD έχει πλευρές a και b. Το άθροισµα

των αποστάσεων των κορυφών από το σηµείο P ϑα είναι

f(x, y) = [x2 +y2]+ [(b−y)2 +x2]+ [(a−x)2 +(b−y)2]+ [y2 +(a−x)2]

ή

f(x, y) = 2[x2 + y2 + (a − x)2 + (b − y)2] = 2F (x, y)

Σχήµα 2: Οι αποστάσεις είναι PA, PB, PC, PD

λύνοντας το σύστηµα Fx = 0, Fy = 0 ϐρίσκουµε το κρίσιµο σηµείο

x = a/2 και y = b/2. Εύκολα αποδεικνύεται ότι το σηµείο αυτό ελαχι-

στοποιεί τη συνάρτηση f.

5. Να εξεταστεί αν η παράσταση

[

1

y
cos

(

x

y

)]

dx +

[

2y − x

y2
cos

(

x

y

)]

dy

είναι διαφορικό κάποιας συνάρτησης f(x, y). Στην περίπτωση που είναι

να ϐρεθεί η συνάρτηση F (x, y).

Λύση: Η Ϲητούµενη συνάρτηση είναι f(x, y) = sin
(

x
y

)

+ y2 + c

6. ΄Ενας σκιέρ κατεβαίνει ένα λόφο που η επιφάνεια του περιγράφεται από

την συνάρτηση

f(x, y) = 3x2y − xy.
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Κάποια στιγµή ϐρίσκεται επάνω στην ισοσταθµική καµπύλη f(x, y) = c
στο σηµείο P (1, 2). Ζητείται να ϐρεθεί η κατεύθυνση της µεγίστης καθώς

και η κατεύθυνση της µηδενικής κλίσης του λόφου την στιγµή εκείνη.

Λύση: Η κλίση του λόφου δίνεται από τη παράγωγο κατά κατεύθυνση

Dn̂0
f = (∇f) · n̂0.

Η µεγίστη κλίση ϑα είναι κατά τη κατεύθυνση του διανύσµατος ∇f στο

σηµείο P ,

(∇f)P = 10êx + 2êy.

Η µηδενική κλίση ϑα είναι κατά τη κατεύθυνση του διανύσµατος που

είναι κάθετο στο ∇f. ΄Εστω ότι το µοναδιαίο διάνυσµα που ψάχνουµε

είναι το

n̂0 = ηêx + ξêy

τότε

n̂0 · n̂0 = 1 = η2 + ξ2 (1)

και

(∇f) · n̂0 = 10η + 2ξ = 0 (2).

Λύνοντας το σύστηµα των εξισώσεων (1) και (2) ϐρίσκουµε η = 1/
√

26, ξ =
−5/

√
26.
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ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΑΝΑΛΥΣΗ ΙΙ
1ι

Ιούνιος 2005

Ονοµατεπώνυµο:

Α.Μ: Εξάµηνο:

1. Να υπολογισθεί (αν υπάρχει) το όριο της συνάρτησης

F (x, y, z) =
x2 + y2

− (x2 + y2) cos(
√

x2 + y2 + z2)

x4 + 2x2y2 + y4 + x2z2 + y2z2

στην αρχή των αξόνων.

2. ∆είξτε ότι αν η συνάρτηση f(x, y, z) ορίζεται από την εξίσωση F (f, x −

y, y + z + x) = 0, τότε ϑα επαληθεύει και την εξίσωση fx + fy = 2fz.

3. Θεωρούµε την εξίσωση F (x, y, z) = z3
− xz − y = 0. (α) Να ϐρεθούν

τα σηµεία (x, y, z) του R3 σε περιοχές των οποίων η εξίσωση F = 0
ορίζει τη συνάρτηση z = z(x, y). (ϐ) Να υπολογισθούν οι ισοσταθµικές

καµπύλες της συνάρτησης z(x, y) πολύ κοντά στο σηµείο P (0, 1).

4. Εντός δοθέντος ορθογωνίου παραλληλογράµου να ϐρεθεί σηµείο τέτοιο

ώστε το άθροισµα των αποστάσεων του από τις κορυφές του παραλλη-

λογράµου να είναι ελάχιστο.

5. Να εξεταστεί αν η παράσταση [(1/y) cos(x/y)]dx+[2y−(x/y2) cos(x/y)]dy
είναι διαφορικό κάποιας συνάρτησης f(x, y). Στην περίπτωση που είναι

να ϐρεθεί η συνάρτηση f(x, y).

6. ΄Ενας σκιέρ κατεβαίνει ένα λόφο που η επιφάνεια του περιγράφεται από

την συνάρτηση

f(x, y) = 3x2y − xy.

Κάποια στιγµή ϐρίσκεται επάνω στην ισοσταθµική καµπύλη f(x, y) = c
στο σηµείο P (1, 2). Ζητείται να ϐρεθεί η κατεύθυνση της µέγιστης καθώς

και η κατεύθυνση της µηδενικής κλίσης του λόφου την στιγµή εκείνη.

1Τα ϑέµατα είναι ισοδύναµα. Η διάρκεια των εξετάσεων είναι τρεις ώρες. Χρησιµοποιήστε

για το κάθε ϑέµα διαφορετική σελίδα. Απαγορεύεται το κάπνισµα κατά τη διάρκεια των

εξετάσεων

1



EXETASEIS ANALUSH II
IoÔnioc 2004

Onomatep¸numo:

A.M: Ex�mhno:

Jèma 1. (a) Na brejeÐ h pr¸th kai h deÔterh par�gwgoc thc plegmènhc
sun�rthshc y(x) pou orÐzetai apì thn exÐswsh F (x, y) = y2−xy−x−1 = 0.
(b) Na brejoÔn ìla ta shmeÐa thc epif�neiac z = x3y2 sta opoÐa to efaptì-
meno epÐpedo eÐnai orizìntio (z = z0).
Jèma 2. Exet�ste an up�rqei to ìrio

lim
(x,y)→(∞,∞)

e
2x+y

x2+y2 ·
[
cos

(
1

2x + y

)](2x+y)

.

Jèma 3. Ulikì shmeÐo m�zac m = 1 kineÐtai apì thn epÐdrash tou dunamikoÔ

V (x, y) =
x2 + y

1 + y
.

Na brejeÐ polu¸numo 2ou bajmoÔ wc proc tic metablhtèc pou na perigr�-
fei thn kÐnhsh sth perioq  tou shmeÐou P (−1, 0). Poi� ja eÐnai h morf 
thc dÔnamhc ~F = (Fx, Fy) pou energeÐ sto ulikì shmeÐo sth geitoni� tou
shmeÐou P, an oi sunist¸sec thc dÔnamhc perigr�fontai apì tic sqèseic
Fx = −Vx, Fy = −Vy;
Jèma 4. An h sun�rthsh z = z(x, y) ikanopoieÐ thn exÐswsh F (x+y+z, x2+
y2 + z2) = 0 na deiqjeÐ ìti den parousi�zei akrìtato ìtan x 6= y.

Jèma 5. Na brejeÐ h el�qisth kai h mègisth apìstash twn shmeÐwn thc
kampÔlhc x3 + y3 − 12xy = 0 apì thn arq  twn axìnwn.
Jèma 6 DeÐxte ìti h sun�rthsh z(x, y) = xφ(y/x)+yh(y/x) epalhjeÔei thn
diaforik  exÐswsh

x2zxx + 2xyzxy + y2zyy = 0.

Oi sunart seic φ kai h eÐnai dÔo forèc diaforÐsimec sto pedÐo orismoÔ touc.
�������������

• H di�rkeia twn exet�sewn eÐnai treÐc ¸rec.

• Qrhsimopoi ste gia to k�je jèma diaforetik  selÐda.

• ApagoreÔetai to k�pnisma thn ¸ra twn exet�sewn.

1
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, ��-*./�0$ '21
354*687:9<; �="!�0$ '�>@? A�&B$!�DC!EFC%GIHJ�J&#><H#.K? L!&#M*N�N!HPO%$ &#"2QKH#N�R�./&#M*N���N!HP�J? N%$%��&#M*"!N!&#M*S
.�TBSJT�$UC�VJ�J&#MXWY�J$ Z<H#N!V*�2W*��H:N!HYTB��"!O%? ./�0$UC[&\�]�0? N!HB$

x > 0,
&\E

y > 0
TBHB$^&\G

z > 0,
�*�

x + y + z = 1.
�FN\O!��_B�0&#-*���5V*�!$�W`���aQ<$ .��2W`�#$ Z<H#N!V*�2W*�0H`TB��"!O!&#M*'

�*�J&#"!�0?@N!HXO!&�Z<�0?<HJ�J&5�!$ ����'b��c�Nd�����0H* JA*W*�2R�Nd�J&#MeH#N��!$ .���&B$ _�&#-*Nd./�b���aQ<$ .��2W5�!$ �*f
�2W�'�./M*N!S#"��2W�.�W�'

f(x, y, z) = xyz−xy2,
L�W*���0? �0HB$%N!H� #"!�aZ<�0?%�J&B$ V#'�HJ�JV	�0&#M*'
��"!�0? '

>@? A�&#M*'F��_��0$��2We���aQKHJA�-%����"�Wg�#$ Z<H#N!V*�2W*�0HhN!HiTB��"!O%? ./�0$B��&e�0&#M*"!N!&#M*S ;
jbk<l8m[n �FN��!$ TBH�Z@$ .��2R�N���H#'F�2W�Nb�!$ �*fi��&#M

z,
Wi./M*N!S#"��2W�.�W

f(x, y, z)
Q<? N!���0HB$

f(x, y) = xy(1− x− y)− xy2.

��-*N!&#M*���=�0&i./-*.��2W���H
fx = 0, fy = 0

TBHB$J #"%? .�TB&#M*���o��N!Hd.�W����0? &i���
x > 0, y > 0�0&

x = 1/3, y = 1/6.
�=&Y.�W����0? &\H#M%��VXZ<HY�0? N!HB$@���aQ<$ .���&pO%$ V*�!$

∆ = −1/3 < 0TBHB$
A = −1/3. ���J&#����N�c�'F&i�JHB? T#�2W�'oG`��_��0$B�2Wi���aQ<? .��2Wg�#$ Z<H#N!V*�2W*��HeN!HiTB��"!O%? ./�0$�0&e��&#M*"!N!&#M*SiO%$ V*�!$

zmax = 1− 1/3− 1/6 = 1/2.354*687rqs; �FHg #"!�aZ<�0?�Wd�JH#"!S�Q/c�QK&#'o�2W�'P./M*N!S#"��2W�.�W�'

f(x, y) = ln

(

1

x2 + y2

)

, (x 6= 0, y 6= 0)

TBHJ��SY�2W�NeTBHJ����M!Z<M*N!.�WX�2W�'i��M!Z<�0? H#'
x + y = 1

, �J"!&#'g��HYZ<���!$ TBS
y
1	.���&p.�W����0? &

M(1,−1).jbk<l8m[n �t��M!Z<�0? H
y+ x = 1

������N!�0$B��&#M*'FS#u!&�N!��'o.���He.�W����0? H
Q(0, 1)

TBHB$
P (1, 0)H#N��!? .���&B$ _�H ; �=&\�JH#"!SJA*A*W*A�&\�J"!&#'i�2W�NX��M!Z<�0? HpO%$ S#N!M*./��H:���dTBHJ����-!Z<M*N!.�W
y > 0�0? N!HB$ ~PQ = (0− 1)êx + (1− 0)êy = −êx + êy

TBHB$

a =
~PQ

| ~PQ |
=

−êx + êy√
2

.

�tT#AJ? .�Wd�2W�'
f
�0? N!HB$

∇f = −
(

2x

x2 + y2
êx +

2y

x2 + y2
êy

)

.

�rL�W*�0&#-*����N�Wo�JH#"!S�Q/c�QK&#'�.���&P.�W����0? &
M(1,−1) �0? N!HB$ (D~af)M = ∇f ·~a = 2/

√
2.354*687wv8; �FHh #"!�aZ<�0?<W5�JH#"!S�Q/c�QK&#'

zx
�2W�'D��A��aQK����N�W�'D./M*N!S#"��2W�.�W�'

z(x, y)
�J&#M

&#"%? L!���0H#$�HJ�JVe�2W�ND��u%? .�c�.�W
z2 − z − xyz + αxy = 0, α ∈ R.

�o$K./M*�! #HB? N!�0$/V*��H#N
a = 1;

 #"!�0? ���o.��2W�ND�J��"%? ����c�.�WiH#M%�2fd�2We�J$ T#�2fd�JH#"!S�Q/c�QK&
zxy.

x



jbk<l8m[n

zx = −Fx
Fz
=

y(z − a)

2z − xy − 1 .G[$ H
a = 1 z = xy

TBHB$
zxy = 1.354*687zy^; �FHe./_���O%$ H#.���&#-*ND&B$K$ ./&#.��0H�Z<�J$ TB��'	TBH#�*�J-%A���'��2W�'

f(x, y) = e−(x2−ay2) − cosx
�J&*A�-5TB&�N���HY.��2W�Ne�J��"%$ &*_BfX��&#M , )BC )�1�Q<$ H\O%$ S#><&#"!��'b�!$ ����'d�2W�'g�JH#"!H#������"!&#M

a
TBHB$

��c�Nb�!$ �*R�Nb�2W�'P./M*N!S#"��2W�.�W�'
f
;

jbk<l8m[n �FN!HJ����-*./.�cr�2We./M*N!S#"��2W�.�W
f
.��2W�ND�J��"%$ &*_Bfi�0&#M , )BC )�1�TBHB$/TB"!HJ�2RrV#"!&#M*'

����_�"%$/O!��-%����"�W�'��0H#u�W�' ;

f(x, y) = 1− x2 + ay2 −
(

1− x2

2

)

= −x2

2
+ ay2

S#"!HiWiL�W*�0&#-*����N�Wg�J"!&#./�aQ�Q<$ .�We�0? N!HB$

−x2

2
+ ay2 = h

, x 1�H#N
a > 0

TBHB$
h > 0

��V*�����0? N!HB$�M%�J��"0 #&*A���' , (�1{H#N
a > 0

TBHB$
h < 0

M%�J��"0 #&*A���'%C
,}| 1�H#N

a > 0
TBHB$

h = 0
&B$J��M!Z<�0? ��'

y = ± 1√
2a

C , +#1{H#N
a < 0

TBHB$
h = 0

&B$#��M!Z<�0? ��'
��TB><M%AJ? L!&�N2�0HB$%.���&D.�W����0? & , )BC )�1�C ,}~ 1�H#N

a < 0
TBHB$

h < 0⇒ ��A*A��0$ �KW�C ,}� 1[H#N
a < 0TBHB$

h > 0
O!��NFM%�JS#"!_��0$#TBH#�*�J-%A*W ; ,�� 1�H#N

a = 0
TBHB$

h < 0
&B$#�JH#"!SJA*A*W*A���'=��M!Z<�0? ��'

x = ±
√

2|h| ,}� 1=H#N a = 0 TBHB$ h = 0 &X�pS#u!&�N!H#'%C ,}� 1=H#N a = 0 TBHB$ h < 0
O!��N

M%�JS#"!_��0$�TBH#�*�J-%A*W ;
354*687��s;[� "�W�.K$ ��&J�J&B$ R�N���H#'o��&i������H#./_BW���HJ�!$ ./��V

u = y+ ax
TBHB$

v = y+ bx
TBHB$

Q<$ HpTBHJ��SJA*A*W*A���'d�!$ ����'e��c�NX.��0H�Z<��"�R�N
a
TBHB$

b,
O!�0? u����gV*�!$^W\./M*N!S#"��2W�.�W

z(x, y)�J&#Mg��A*W�"!�0?��2W�ND��u%? .�c�.�W

∂2z

∂x2
− 4 ∂2z

∂x∂y
+ 4

∂2z

∂y2
= ey

�*�J&#"!�0?/N!He�����0H#./_BW���HJ�!$ .����0?<.��2W�N

4
∂2z

∂u2
= eu.

jbk<l8m\� "�W�.K$ ��&J�J&B$ R�N��0H#'��0&�NP�J"!&*���0$ N!V#����N!&i�����0H#./_BW���HJ�!$ ./��Vh�JHB? "!N!&#M*���
∂z

∂x
= a

∂z

∂v
+ b

∂z

∂v

(



TBHB$
∂2z

∂x2
= a2 ∂

2z

∂u2
+ 2ab

∂2z

∂u∂v
+ b2

∂2z

∂v2

V#��&B$ H

∂2z

∂y2
=

∂2z

∂u2
+ 2

∂2z

∂u∂v
+
∂2z

∂v2

TBHB$
∂2z

∂y∂x
= a

∂2z

∂u2
+ 2(a+ b)

∂2z

∂u∂v
+ b

∂2z

∂v2

�0&e�J"�R{��&h����A�&#'F�2W�'	O!&#./����N�W�'F./_���.�W�'FQ<? N!����HB$

(a2 − 4a+ 4)∂
2z

∂u2
+ [2ab− 4(a+ b) + 8]

∂2z

∂u∂v
+ (b2 − 4b+ 4)∂

2z

∂v2
.

��./_���.�WYH#M%��fIHJ��A�&J�J&B$ �0? �0HB$@Z<����&�N��0H#'
b = 2

TBHB$
a = 0

TBHB$sWYH#"!_/$ T#fI��u%? .�c�.�W
Q<? N!���0HB$

4
∂2z

∂u2
= eu.

354*687�� �FHe����A����2W%Z<�0?��0&hV#"%$ &i��W�'	./M*N!S#"��2W�.�W�'
(

√

x2 + y2 + z2 + 4− 2
x2 + y2 + z2

)

(

z + x+ y − π

2

)cos(z+x+y)

V*�0H#NP��&
x → 0

C
y → 0

TBHB$
z → (π/2)+

;
jbk<l8m\� c�"%? L�cz�2Wi./M*N!S#"��2W�.�Wi./�FO!-*&e����"�W

A =

(

√

x2 + y2 + z2 + 4− 2
x2 + y2 + z2

)

TBHB$

B =
(

z + x+ y − π

2

)cos(z+x+y)

�=&e����_��0$/V#"%$ &

A =

√

(π/2)2 + 4− 2
(π/2)2

|



G[$ H:��&pE�Z<���0&#M*���
t = x + y + z

TBHB$^��&
t → (π/2)+

H#N
x → 0

C
y → 0

TBHB$
z → (π/2)+

S#"!H

lim
t→(π/2)+

lnB = lim
t→(π/2)+

cos t · lim
t→(π/2)+

ln(t− π/2) =
lim lnt→(π/2)(t− π/2)

limt→(π/2)

(

1
cos t

) =
(∞
∞
)

f

lim
t→(π/2)+

1

t− (π/2)
cos2 t

sin t
= 1 lim

t→(π/2)+

cos2 t

t− (π/2) = − lim 2 sin t cos t
1

= 0⇒ lnB = 0.

TBHB$���&hH#"!_/$ TBVeV#"%$ &h�0? N!HB$�? ./&e�����0&hV#"%$ &i�0&#Mg� ;
�������������������������
• ���0� �%���*�a� �F���8�o���������%�J���8�o�a� ���*�������a� �
�8�����2 
• ¡
��¢��#� £!¤!¥%¤*� ¦�������§#� �	�a¤	�*�!¨B��¨B©�£!�P�0� �%ª#¤%�����0� �*¦F�J��«%� ���# 
• ¬�¥%�!§J¤%����������*�*�a¤P�*�!¥%�0� �J£!�	��¢��=�8���P���8�����������%�J���8�! 

+
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798;: 6 <4=�>�-�?�+�,�6
@BA(CED�FHG ��!I�J# %LKNM OP$Q#R�TSRUVSRWYXP�"$"KHX"ZHM [I$"\�]^]IX`_�# $"!ba2X"]bc
Z2$"\�]d��]IXe�"M ]�#N�J$"\�!I]I$"\�fZ�gQfPg�#hS�iP�"$"\kj^�Q# lNX"]Ii��Ij(��Xm]IXmgQ��!I_�M Z2�J#hS�$n�o�JM ]IXQ#

x > 0,
$mU

y > 0
gQXQ#2$mW

z > 0,�P�
x+ y+ z = 1.

��]T_I��pQ��$"q��P�ri���#QjL�P��aH# Z��IjL�Q# lNX"]Ii(�Ij(�JXkgQ��!I_I$"\�%����"$"!I�JMQ]IXd_I$�lN�JMXP�"$s��# �P��%t��u
]v�P���JX� POPj(�bc
]4�"$"\wX"]b��# Z���$Q# p�$"q�]xZ2�t�P��aH# Z��Ijw��# �Pyv�Ij�%4Z2\�]If"!b�Ij�Z2j�%
f(x, y, z) = xyz − xy2,

[Ij(���JM �JXQ#z]IXt "!I�{lN�JMz�"$Q# i"%dXP�"i4��$"\�%d�I!I�JM %mKNM OP$"\�%d��p��J#E�Ij�P��a2XPOPq(�I��!IjL�Q# lNX"]Ii(��j(��Xm]IXdgQ��!I_�M Z2�J#��J$d�J$"\�!I]I$"\�f G
@BA(CEDY|RG �X^ "!I�{lN�JM2jk�"X"!IfPa�u}a2$"%��Ij�%�Z2\�]If"!b�Ij�Z2j�%

f(x, y) = ln

(

1

x2 + y2

)

, (x 6= 0, y 6= 0)

gQXP�Ifs�Ij�]xgQXP�I��\�lN\�]IZ2j~��j�%t��\�lN�JM X"%
x + y = 1 � �"!I$"%t�JXslN����# gQf y � Z��J$�Z2j��P�JM $

M(1,−1).@BA(CED���G �Xs "!I�{lN�JM�jv�"X"!IfPa�u}a2$"%
zx

�Ij�%`�POP��a2�P��]Ij�%`Z2\�]If"!b�Ij�Z2j�%
z(x, y)

�"$"\$"!�M [I����XQ#�XP�"i4�Ij�]B����M Z�u
Z2j
z2 − z − xyz + αxy = 0, α ∈ R.

�r#�Z2\��( "XQM ]I�J#Ei���X"]
a = 1;

U�!I�JM �I��S�Z��Ij�]T�"��!�M �P��u
Z2jk�"$"\k�J$
a = 1,

�Ij^�"# g"�Iyk�"X"!IfPa�u}a2$
zxy.@BA(CEDw�EG �XmZ2p���_�# X"Z��J$"q�]T$Q#N# Z2$"Z��JX�lN�"# gQ��%VgQX"���"q(OP��%��Ij�%

f(x, y) = e−(x2
−ay2) − cosx�"$�OPqkgQ$�]b�JXnZ��Ij�]T�"��!�# $(p�yk�J$"\ � '�S ' � aH# Xm_�# f"KH$"!I��%���# �P��%V�Ij�%��"X"!IX"�P���I!I$"\ a gQXQ#2��u
]��# ��c
]T�Ij�%�Z2\�]If"!b�Ij�Z2j�%
f
G

@BA(CED��RGL� !Ij�ZH# �P$P�"$Q# c
]b�JX"%L�J$`�P���JX"Z2p�j��PXP��# Z2�Pi
u = y + ax

gQXQ#
v = y + bx

gQXQ#aH# XBgQXP�IfPO�OPj(O���%���# �P��%T��u
]dZ��JX�lN��!bc
]
a
gQXQ#

b,
_I�JM �b�I�Ti(��#RjmZ2\�]If"!b�Ij�Z2j

z(x, y)
�"$"\�POPj�!I�JMQ�Ij�]T����M Z�u
Z2j

∂2z

∂x2
− 4

∂2z

∂x∂y
+ 4

∂2z

∂y2
= ey

���"$"!I�JM2]IXm�P���JX"Z2p�j��PXP��# Z��I�JM�Z���j�]
4(∂2z/∂u2) = eu.@BA(CEDs� �Xn�P��OP���Ij�lN�JMQ�J$mi"!�# $d�Ij�%�Z2\�]If"!b�Ij�Z2j�%

(

√

x2 + y2 + z2 + 4− 2

x2 + y2 + z2

)

(

z + x+ y −
π

2

)cos(z+x+y)

i(�JX"]��J$
x→ 0

S
y → 0

gQXQ#
z → (π/2)+

G
�Y�Y�Y�Y�Y�Y�Y�Y���Y�Y�Y�

���I�����J� �(�����{� �����E�V�������J�(�"���E���{� �J���"���J�{� �r E�J���I¡�� & ��¢���£��Q� ¤�¥�¦(¥�� §I�P����¨Q� �T�{¥T���I©���©�ª�¤���J� �(«Q¥(�J���J� �(§��"��¬(� ���Q¡��®P��¯
¦(��¨"¥(�J��°I���{���P�{¥T����¦(�b� �"¤�����£��� E�J�����E�V���������(�"���E�(¡
�
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Επώνυµο     Όνοµα                   Α. Μ. 

 
 

 
1. Να  βρεθεί το όριο της συνάρτησης 
 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )yxx

yxx
yxyx

yxyxf
+−
++

+++
+

=
sin
sin

sin25
3,  

      όταν x→∞ , y→∞. 
 
2. α) Υπολογίστε την κλίση της εφαπτόµενης ευθείας στην καµπύλη  ( ) xxy =sin

στο σηµείο P(1/2, π/3). 
 

β) Να βρεθεί  η εξίσωση του εφαπτοµένου επιπέδου και της κάθετης ευθείας 
στην επιφάνεια στο σηµείο P(2,1,8). 53 yxz =

 
3. Να βρεθούν και να  χαρακτηριστούν τα κρίσιµα σηµεία της συνάρτησης 

 
( ) Raaayyxxyxf ∈≠−+−= ,01642, 23 . 

 
4. Θεωρούµε τις οµογενείς συναρτήσεις u(x,y) και v(x,y) βαθµού λ. Να δειχθεί 

ότι για την τυχαία συνάρτηση f=f(u,v) των u και v ισχύει η σχέση  
 
 

f f f fx y u v
x y u v

λ
∂ ∂ ∂ ∂ + = + ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

 
5. (a) Έστω  µια 

διανυσµατική συνάρτηση και φ(x,y,z) αριθµητική συνάρτηση. ∆είξτε ότι 
ισχύει η ταυτότητα 

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )x x y y za x y z a x y z e a x y z e a x y z e= + + z

a

zˆ

 
( ) ( )a aϕ ϕ ϕ∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ∇ ⋅ . 

 
     (b)Υπολογίστε το διάνυσµα  αν  

και y +z=1/3. 
( )B a= ∇× ∇× 3 3 2 2

x yˆ ˆa=(y +z )e + (x +z )e +xye

  
6. Θεωρούµε τη συνάρτηση Z(x,y)=f(x+φ(y)), να δειχθεί ότι  ZxZxy=ZyZxx. 

 
 

 
1. ∆ιάρκεια εξετάσεων 3 ώρες. 
2. Κάθε θέµα σε ξεχωριστή σελίδα 
3. Απαγορεύεται το κάπνισµα 
4. Απαγορεύεται η χρήση βιβλίων ή σηµειώσεων. 
      ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !!! 



 



ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΙΙ 
Φεβρουάριος  2003 

(Λύσεις) 
 
 
 
1. Το όριο γράφεται 

 
 

 

sin( )13     lim lim2sin( ) sin( )5 1
x x

yy

x y
x

x y x y
x y x

→∞ →∞
→∞→∞

+
+

+ +
+ −

+
 

 
που ισούται µε 3/5 διότι 0 sin( )x y≤ + 1≤

=

 
 
2α) Έχουµε   ( , ) sin( ) 0F x y xy x= −
 
  

 
cos( ) 1

cos( )
x

y

Fdy xy y
dx F x xy

⋅ −
= − = −

⋅
 

και 

 
4 2

33p

dy
dx

π  = − 
 

 

 
2β) Εφαρµόζοντας τη γενική θεωρία εύκολα βρίσκουµε 
 

     
1)  12 40 56 0

2 12)  8
12 40

x y z

x y z

β

β

+ − − =

− −
= = −

 

 
3. Λύνουµε το σύστηµα 

 0, 0f f
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

 

 
και βρίσκουµε τα κρίσιµα σηµεία 
 

 
2 1 2 1( ) ,       ( ) ,
3 8 3 8

i ii
α α

  
−    
  





−

 

 
 
Είναι ακόµα 
 

6     ,    0    ,    32xx xy yyf x f f α= = =  
 



Στο (i)  
2192
3

a∆ = −  

 
 
και αν α>0 είναι  ∆<0, έχουµε άκρα τιµή (Α<0), που είναι µέγιστο. Όταν α<0 έχουµε 
σαγµατικό σηµείο διότι προκύπτει ∆>0. 
 
Στο (ii)  
 

 
2192
3

α∆ =  

αν α>0 είναι ∆>0 έχουµε σαγµατικό σηµείο. Όταν α<0 προκύπτει ∆<0 άκρα τιµή, 
ελάχιστο, διότι (Α>0). 
 
4. Οι συναρτήσεις u κα υ είναι οµογενείς 
 
άρα 
 

 (1)

u ux y u
x y

x y
x y

λ

υ υ λυ

∂ ∂ + = ∂ ∂ 
∂ ∂ + =
∂ ∂ 

 

 
 
Η συνάρτηση f είναι σύνθετη, εποµένως έχουµε 
 

    (2)f f u f
x u x v x

υ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 

     (3)f f u f
y u y v y

υ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 
Πολλαπλασιάζοντας την (2) µε x και την (3) µε y και τις προσθέτουµε 
 

 
f f u u f f f fx y x y x y u
x x x y u x y u

υ υ λ υ
υ υ

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + = + ⋅ + + = +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 

 
 
5α)  
 

 

( ) ( ) ( ) (

           

            

          ( ) ( )

x y

yx z

x y z

x y z
aa a

x y z

x y z
a a

ϕα ϕα ϕα ϕα

ϕ

ϕ ϕ ϕα α α

ϕ ϕ

∂ ∂ ∂
∇ = +

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
= + + + ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
= ∇ ⋅ + ⋅ ∇

)z

 



5β) Ισχύει η ταυ τότητα 
 
 2( ) ( )a a∇× ∇× = ∇ ∇⋅ −∇ a  
 
 
επειδή  0a =∇ ⋅  
 

 

2 ˆ ˆ( ) 6( ) 4

ˆ ˆ                         2( 2 )

x y

x y

x xa a z y e e

B e e

∇ ∇ = −∇ = − + −

= − +
 

 
 
 
 
6. Θέτουµε u x  και  ( , ) ( )y x yϕ= + ( )Z f u=
 
τότε 
 
  x u x xZ Z u Z Z= ⇒ = u

y

 
 
και 
 
  

y u y y uZ Z u Z Z ϕ= ⇒ = . 
Η δεύτερη παράγωγος είναι 

 
  xx uuZ Z=
και 
  

yx uu y uu yZ Z u Z ϕ= ⇒  
άρα 
 

y xx uu y uu u yZ Z Z Z Z Z ϕ⋅ = =  

 

x xy x uu y u uu yZ Z Z Z Z Zϕ ϕ= = =  

 
και καταλήγουµε στο ζητούµενο αποτέλεσµα 
 
  

y xx x xyZ Z Z Z=  
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r�� ��T�k-^��CT$�	��% Ts�(&$% Ls�"% ��SZ��Q-'�V_�yT-bd� #�L('
a > 0

�U&s["% T(O�N-V9��T��"% g$Ys�(� ["e &
~F = yz(1 + ax)êx + xz(1 + ay)êy + xy(1 + ax)êz�Ue O�T$%*V9N-Oi��Q-#"% �"% g$Y��C[�Q,R�T([�SDT��(&,����R��Ue���Q�g(R(e V9QD�(% T('�T(#"% bd��Q,�"% g$S-'�V9N-O�L(#i��Q-V9Q-'

f(x, y, z)
� ���TsN,�(&"R�&,\9% V�bd�Ue9T(OcN,�(L(#�M��U%jQWV9N-O�L(#i��Q-V9Q

f
^

�	f-V9Qm����e O�T$%9\_Oio�V_��YhY,�"%j% V9M�f-�U%9QWV9M�� V9Q ∇× (∇f) = 0
L(#�T

∇× ~F =

êx êy êz
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

yz(1 + ax) xz(1 + ay) xy(1 + az)

= ax(z − y)êx + ay(x − z)êy + az(y − x)êzQhV9M�� V9QhT(N,��Ss��Q-[�� O"e |����UT$%d��Y-O�&�T(OZ�U&
a = 0.

��#�T�[�� OWN,�(L(#�M��U%d�"% ��S~�y&(N
a > 0\9% Th��Q-O*&��(&$e Tn�U&s["% T(O�N-V9��T��"% g$Ys�(� ["e &n�Ue O�T$%jV9N-Oi��Q-#�Q,�"% g$Y_^

!m����O	�yT�["% T(O�N-V9��T��"% g$L��(� ["e T ~F
g$T$% ~G

�Ue O�T$%-V9N-Oi��Q,#�Q,�"% g$L_t-�Ue O�T$%,[�N-O�T���Y-OXO�T>% V9M�f-�U%QWV9M�� V9Q
~F × ~G = xêx + yêy + zêz?� % g$T$% &,R�&"\9S-V_������Q-O*T��(L(Oi��Q-V9SWV9T('"^

�	f-V9Qm� � �Ue Pi�����(#i]��UTsY,�"%j% V9M�f-�U%9QWV9M�� V9Q ∇ · (∇f ×∇g) = 0

∇f ×∇g =

ex ey ez
∂f

∂x

∂f

∂y

∂f

∂z
∂g

∂x

∂g

∂y

∂g

∂z

=

(

∂f

∂y

∂g

∂z
− ∂f

∂z

∂g

∂y

)

êx −
(

∂f

∂x

∂g

∂z
− ∂f

∂z

∂g

∂x

)

êy +

(

∂f

∂x

∂g

∂y
− ∂f

∂y

∂g

∂x

)

êz

T(O��(L(#�&(N-���n��Q;g(R(e V9QIbdTw[i�Ue P�&(N-����Y,�"%��Ue O�T$%���Q-[�� O�t	L(#�T�[�� O��Ue O�T$%�[�N-O�T���Y-OIO�T% V9M�f-�U%9QWT(#�M_% g$Ss% V9Y,��Q,�UT
~F × ~G = xêx + yêy + zêz\9% T��"e
∇ · (~F × ~G) = 0 6= 3.

)



r�� ��T�)$^D��OIN,�(&-bd� V9&(N-����&,�"%5V9���(% T�R(e ��O�Qq�U&�!$L-bd&('���Q-'�V9��������#�TwV9�ng$L-bd�V9Q-���Ue &
(x, y)

��Q-'����$% �jL(O��U% T('�["e O����UT$%$T��(Yc��Q>V9M�� V9Q
f(x, y) = 400−x2−4y2.

��OQ*T(#�M_% g$SWV9&(N�bd� V9Q>�U&WV9Q-���Ue &
M(10, 5)

^X�CT$� } #�&('��(&$% Th["% � f"bdN-O�V9Q�bdTZ�(#����(�U%�O�Tg$&"R�N-�-�(S-V9Q-'�T(O>bd��R��U% '�O�Ts�9��L(V9�U% '�V_�UTh#�Q-M�Lh�U&h�UT(M�f,��� #�&s[�N-O�T���Y-O�����!m�5��OcT��(YR�L-bd&('���g(�"e ��Q-V9QWT(#�M_e V9Q-'�O�Thg$&,R�N-�-�(L('�g$T���Ls��QW["% � f"bdN-O�V9Q −4êx + êy,
�(&$e &('�bdT�Ue O�T$%j&s#�N"bd��Y('������UT,!$&"R�S-'��U&(Nc!(L-b�&(N,'�V9��V9M�� V9QW������Q-O>�(#�&(Q,\_&(f-��� O�Q~���$% R�&,\_S$�

�	f-V9Qm�X�CT$���0g(R(e V9QZ��Q-'�V9N-O�L(#i��Q-V9Q-'
f

�Ue O�T$%
∇f = −2xex − 8yey,g$T$%m\9% T~�U&~V9Q-���Ue &

M
bdTW� M�&(N-���

(∇f)M = −20êx − 40êy.
�X&h|�Q"�y&(f-��� O�&W["% L(O�N��V9��TWbdTh�(#����(�U%9O�Ts�Ue O�T$%9�(T(#�L�R-R�Q,R�&s�����U&s["% L(O�N-V9��T ∇f,

L(#�T
n̂ =

∇f

|∇f | =
−20êx − 40êy√

400 + 1600
= − 1√

5
êx −

2√
5
êy

g$T$%j&h�UT(M�f,��� #�&('�#�N"bd��Y('������UT,!$&"R�S-'��U&(N*!$L-bd&(N-'
Dn̂f = (∇f) · n̂ =

100√
5
.

��!m��a�#�N"bd��Y('������UT,!$&"R�S-'��U&(Nc!$L-bd&(N-'�V9��QZO�� Ts["% � f"bdN-O�V9Q*bdTs�Ue O�T$%
Dn̂1

= (∇f) · n̂1Y��(&(N
n1 =

4êx − êy√
17g$T$%

Dn1
=

40√
17

<< Dn̂

L(#�T�bdT>�9��L(V9������V_��Q-OXT�g(��S��$&"R�f�T(#i\_Y,��� #�T*T(O��Ue M�T����	���$% R�� P��U%,�y&>[�� f,��� #�&>[�#�Y(��&_^

�



r�� ��T � ^��ThN,�(&"R�&,\9e V9��������Q-O���R�L(M_% V_��QcT��(Y(V9�UT(V9Qc�U&(Ncg$f,g(R�&(N
x2 + x2 = 1

T��$Y��QW� N"bd�Ue T
x + y = 4.�	f-V9Qm���X&W|�Q,�y&(f-��� O�&W�Ue O�T$%�O�T~��R�T(M_% V_�U&��(&$% S-V9&(N-������Q*V9N-O�L(#i��Q-V9Q

f(x, y, u, v) =
(x − u)2 + (y − v)2

Y,�yT(OZ�UT(N,��Y-M�#�&,O�T�% V9M�f-&(N-OW&$%�[�� V9��S
g1 = x2 + y2 − 1 = 0g$T$%

g2 = u + v − 4 = 0.
r�Th�(#����(�U%9O�ThR�f-V9&(N-�����U&sV9f-V_��Q-��T

x2 + y2 = 1

u + v = 4

2(x − u) = 2λ1x

2(y − v) = 2λ1y

−2(x − u) = λ2

−2(y − v) = λ2

} T(#�T���Q-#�&(f-���~&,�"%��U&�bdT��(#����(�U%��y&
λ1 6= 0,

\9% T��"e2["% T(�j&(#i���"% g$L;bdT;� M�&(N-���
x =

u, y = v
�(&(f~�Ue O�T$%jT([�f-OiT��y&-O�t_\9% T��"e_bdTsQW� N"bd�Ue Th[�� O*��� ��O��U%��y&~g$f,g(R�&_^�` ��#�T

x =
x = u

λ1

= −1

2

λ2

λ1

=
y − v

λ1

= y.

��Oi�"% g$T-b�% V_�i]�Oi�UT('
x = y

V_�"% 's[�f-&;����R�� N,�UT$e � 's� P"% V_]�V9�U% 'W!$#"e V_g$&(N-���h&,�"%
u = vg$T$%��yT�T�g$#�Y,�UT��yT��Ue O�T$%��UTlV9Q-���Ue T

x = y = ±
√

2/2
^*�AT��(Y(V_�yT(V9QnN,�(&"R�&"\9e |����yT$%

d1 = 2
√

2 + 1
g$T$%

d2 = 2
√

2 − 1.
��|�Q,�U&(f-��� O�Q���R�T(M_e V_��Q�T��(Y(V_�UT(V9Q��Ue O�T$%

d2 = 2
√

2 − 1

�



EXETASEIS ANALUSH II
Septèmbrioc 2002

(LÔseic)

Jèma 1. (a) Na brejeÐ h par�metroc a > 0 gia thn opoÐa to dianusmatikì
pedÐo

~F = yz(1 + ax)êx + xz(1 + ay)êy + xy(1 + ax)êz

eÐnai sunthrhtikì (dhlad  apoteleÐ thn klÐsh miac arijmhtik c sun�rthshc
f(x, y, z)). Na upologisjeÐ, an up�rqei, h sun�rthsh f .

LÔsh: EÐnai gnwstì ìti isqÔei h sqèsh ∇× (∇f) = ~0 �ra

∇× ~F =

êx êy êz
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

yz(1 + ax) xz(1 + ay) xy(1 + ax)

= ax(x− y)êx − ayxêy + az(y − x)êz

h sqèsh aut  mhdenÐzetai mìno an a = 0. 'Ara den up�rqei tim  tou a > 0 gia
thn opoÐa to dianusmatikì pedÐo na eÐnai sunthrhtikì.

b) An ta dianusmatik� pedÐa ~F kai ~G eÐnai sunthrhtik�, eÐnai dunatìn na isqÔei
h sqèsh

~F × ~G = xêx + yêy + zêz? (1)

Dikaiolog ste thn ap�nths  sac.

LÔsh: Ja deÐxoume pr¸ta ìti isqÔei h tautìthta ∇ · (∇f ×∇g) = 0.

∇f ×∇g =

ex ey ez
∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

∂g
∂x

∂g
∂y

∂g
∂z

=

(
∂f

∂y

∂g

∂z
− ∂f

∂z

∂g

∂y

)
êx −

(
∂f

∂x

∂g

∂z
− ∂f

∂z

∂g

∂x

)
êy

+

(
∂f

∂x

∂g

∂y
− ∂f

∂y

∂g

∂x

)
êz. (2)

H apìklish thc Ex. (2) eÐnai Ðsh me to mhdèn, en¸ h apìklish thc posìthtac
xêx + yêy + zêz Ðsh me trÐa. 'Ara den isqÔei h Ex. (1).
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Jèma 2. Upojètoume ìti to b�joc miac lÐmnhc se mètra, gia k�je shmeÐo
(x, y) thc epif�neiac dÐnetai apì th sqèsh f(x, y) = 400 − x2 − 4y2. 'Estw
ìti h arqik  jèsh enìc kolumbht  eÐnai to shmeÐo M(10, 5). (a) Proc poia
kateÔjunsh ja prèpei na kolump sei an jèlei na ft�sei sthn akt  apo to
suntomìtero drìmo? (b) An apì l�joc ektÐmhsh arqÐsei na kolump� kat� th
kateÔjunsh 4êx− êy, poioc ja eÐnai o rujmìc metabol c tou b�jouc se sqèsh
me thn prohgoÔmenh epilog  pou  tan kai h kalÔterh dunat ?

LÔsh: (a) H klÐsh thc sun�rthshc f eÐnai

∇f = −2xex − 8yey

kai gia to shmeÐo M ja èqoume (∇f)M = −20êx− 40êy. O rujmìc metabol c
tou b�jouc gÐnetai mègistoc kat� th dieÔjunsh pou eÐnai par�llhlh me to
di�nusma ∇f, �ra

n̂ =
∇f

|∇f | =
−20êx − 40êy√

400 + 1600
= − 1√

5
êx − 2√

5
êy.

O taqÔteroc rujmìc aÔxhshc tou b�jouc eÐnai

Dn̂f = (∇f) · n̂ = 20
√

5.

Gia na bgeÐ sthn akt  apo to suntomìtero dunatì drìmo ja prèpei na kinhjeÐ
proc thn antÐjeth kateÔjunsh (el�ttwsh tou b�jouc)

1√
5
êx + 2√

5
êy

kai o rujmìc metabol c ja eÐnai −20
√

5 ' −44.7.
(b) O rujmìc metabol c tou b�jouc sth nèa dieÔjunsh ja eÐnai

Dn̂1f = (∇f) · n̂1

ìpou
n̂1 =

4êx − êy√
17

kai
Dn̂1f = − 40√

17
' −9.7

�ra ja ft�sei sthn akt  polÔ argìtera an epilèxei to deÔtero drìmo giatÐ
|Dn̂1f | << |Dn̂f |.
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Jèma 3. Na upologÐsete thn el�qisth apìstash tou kÔklou x2 +y2 = 1 apì
thn eujeÐa x + y = 4. EpalhjeÔsete to apotèlesm� sac kai gewmetrik�.

LÔsh: To zhtoÔmeno eÐnai h elaqistopoÐhsh thc sun�rthshc d2 =
f(x, y, u, v) = (x − u)2 + (y − v)2 (to tetr�gwno thc apìstashc) ìtan tau-
tìqrona isqÔoun oi desmoÐ g1 = x2 + y2 − 1 = 0 kai g2 = u + v − 4 = 0. H
nèa sun�rthsh eÐnai F = f + λ1g1 + λ2g2. Ja prèpei dhlad  na lÔsoume to
sÔsthma twn exis¸sewn

g1 = 0

g2 = 0
∂F

∂x
= 0

∂F

∂y
= 0

∂F

∂u
= 0

∂F

∂v
= 0

 

x2 + y2 = 1

u + v = 4

2(x− u) = 2λ1x

2(y − v) = 2λ1y

−2(x− u) = λ2

−2(y − v) = λ2

ParathroÔme ìti to λ1 6= 0, giatÐ diaforetik� ja èqoume x = u, y = v, poÔ
eÐnai adÔnaton afoÔ h eujeÐa den tèmnei ton kÔklo. 'Ara

x =
x− u

λ1

= −1

2

λ2

λ1

=
y − v

λ1

= y.

Antikajist¸ntac x = y stic dÔo teleutaÐec exis¸seic brÐskoume ìti u = v
kai ta akrìtata eÐnai ta shmeÐa x = y = ±√2/2. H apìstash upologÐzetai
d1 = 2

√
2 + 1 (megÐsth) kai d2 = 2

√
2− 1(elaqÐsth). H zhtoÔmenh apìstash

eÐnai to d2 = 2
√

2− 1 .
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Jèma 4. Na brejeÐ to ìrio

lim
(x,y)→(∞,∞)

e
x+y

x2+y2

(
1 + sin

(
3

x + y

))x+y

.

LÔsh: To zhtoÔmeno ìrio analÔetai se ginìmeno dÔo orÐwn

lim
(x,y)→(∞,∞)

e
x+y

x2+y2

(
1 + sin

(
3

x + y

))x+y

=

[
lim

(x,y)→(∞,∞)
e

x+y

x2+y2

]
·
[

lim
(x,y)→(∞,∞)

(
1 + sin

(
3

x + y

))x+y
]

UpologÐzoume ta ìria qwrist�.
(a) To pr¸to ìrio upologÐzetai eÔkola an all�xoume tic kartesianèc su-

ntetagmènec se polikèc,
x = r cos φ, y = r sin φ,⇒
lim
r→∞

e
cos φ+sin φ

r = e0 = 1.

(b)Gia to deÔtero ìrio jètoume x + y = t kai brÐskoume

lim
t→∞

(
t + sin

(
3

t

))t

= ∞∞

pou eÐnai aprosdiìristh morf . Jètoume

R(t) =

(
1 + sin

(
3

t

))t

kai

ln R(t) = t ln

(
1 + sin

(
3

t

))
=

ln
(
1 + sin

(
3
t

))
1
t

=
f1(t)

f2(t)

lim
t→∞

ln R(t) =
limt→∞ f1(t)

limt→∞ f2(t)
=

0

0
.,

aprosdiìristh morf .Efarmìzoume to kanìna del′Hôpital kai to ìrio upolo-
gÐzetai apì th sqèsh

lim
t→∞

f ′1(t)
f ′2(t)

= 3

  limt→∞ ln R(t) = 3 kai limt→∞ R(t) = e3. 'Ara to zhtoÔmeno ìrio ja eÐnai
1 · e3 = e3.
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Jèma 5. (i) Na exetasteÐ an up�rqei tim  thc paramètrou a 6= 0 ¸ste h
par�stash

(ax2 + y)dx + (x + 2y)dy

na eÐnai tèleio diaforikì k�poiac sun�rthshc f(x, y). An up�rqei, zhteÐtai na
upologisteÐ h sun�rthsh aut . (ii) Na brejeÐ h pr¸th kai deÔterh par�gwgoc
thc peplegmènhc sun�rthshc y = y(x), pou orÐzetai apì th sqèsh F (x, y) =
y2 − y − ex = 0.

LÔsh: (a)

f(x, y) =
ax3

3
+ xy + y2, ∀a ∈ R

(b)

y′ =
ex

2y − 1
, y′′ =

ex[(2y − 1)2 − 2ex]

(2y − 1)3

Jèma 6 DÐnetai h sun�rthsh

f(x, y) =
x2

1 + y
.

Na brejeÐ polu¸numo deutèrou bajmoÔ wc proc ta x, y, pou na proseggÐzei
th sun�rthsh f(x, y) sthn perioq  tou shmeÐou P (1, 1).

LÔsh: To an�ptugma Taylor èqei th morf ,

f(x, y) = f(1, 1) + fx(1, 1)(x− 1) + fy(1, 1)(y − 1)

+
1

2

[
fxx(1, 1)(x− 1)2 + fyy(1, 1)(y − 1)2 + 2fxy(1, 1)(x− 1)(y − 1)

]
+ ..

oi epimèrouc ìroi tou anaptÔgmatoc eÐnai

fx =
2x

1 + y
, fy =

−x2

(1 + y)2
, fxx =

2

1 + y
,

fyy =
2x2

(1 + y)3
, fxy =

−2x

(1 + y)2
.

To zhtoÔmeno polu¸numo

f(x, y) =
1

8
[4x2 + y2 − 4x(y − 1)− 1].
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Οvoµατεπώvυµo.................................................................................AEM..................... 
 

1. Να βρεθεί µία διαφορική εξίσωση µε µερικές παραγώγους που να έχει λύση της την 
συνάρτηση . Οι συναρτήσεις f και g είναι τυχαίες 
διαφορίσιµες συναρτήσεις. 

)yx(g)yx(f)y,x(z 22 ++−=

 
2. Η συνάρτηση z  ικανοποιεί µια εξίσωση της µορφής 

, όπου F τυχαία διαφορίσιµη συνάρτηση. Να δειχθεί ότι 
ικανοποιεί ταυτόχρονα και τη σχέση  

)y,x(f=
)zy 222 ++ 0x,zyx(F =++

  . ( ) ( ) ( )x yy x y z z z x z− + − + − = 0
 
3. Υποθέσουµε ότι η θερµική ενέργεια (Q), η εντροπία (S), η εσωτερική ενέργεια (Ε) και η 

πίεση (P) ενός ιδανικού αερίου είναι συνεχείς συναρτήσεις του όγκου (V) και της 
θερµοκρασίας (Τ), µε συνεχείς µερικές παραγώγους πρώτης και δεύτερης τάξης. 
Γνωρίζουµε ότι ισχύει η σχέση (πρώτο θερµοδυναµικό αξίωµα) 

  dQ                    (1) PdVdE +=
 και ότι dQ . Να δειχθεί ότι  TdS=

  







∂
∂

+=







∂
∂

V
EP

T
PT . 

  
4. Επενδυτής ξόδεψε ποσό k>0 ευρώ και αγόρασε 5 µετοχές προς  x ευρώ τη µία,10 

µετοχές προς y ευρώ τη µία  και  20 µετοχές προς z  ευρώ τη µία. Αν οι τιµές των 
µετοχών υπόκεινται στη δέσµευση  

0,0,022 >>=++− babyaxxz , 
ακολουθούν ανοδική πορεία και ρευστοποιηθούν στη µέγιστη τιµή τους, ζητείται να 
βρεθεί η σχέση  µεταξύ  k,α,b ώστε ο επενδυτής να διπλασιάσει τα χρήµατά του.  

 
5. Ένα φυσικό φαινόµενο περιγράφεται από την ακόλουθη συνάρτηση  

( ) ( ) ( )yx
eyxyxf
x

−
−=

sin
, 33 . 

Ζητείται να βρεθεί ένα πολυώνυµο τετάρτου βαθµού ως προς τις µεταβλητές που να 
περιγράφει προσεγγιστικά το φυσικό φαινόµενο κοντά στην αρχή των συντετα-
γµένων.  

 
6. Να βρεθεί αν υπάρχει τιµή της παραµέτρου λ που να κάνει τις συναρτήσεις  

0,0,0,,,11
321 ≠≠≠=++=++= zyxxyzfzxyzxyf

zyx
f λ

 

συναρτησιακά εξαρτηµένες. Στην περίπτωση που υπάρχει να βρεθεί η σχέση που τις 
συνδέει.  

 
ΚΑΛΗ ΕΠIΤΥΧIΑ    
                                                                                
• Κάθε θέµα θα γραφεί αυστηρά σε ξεχωριστή σελίδα 
• Όλα τα θέµατα είvαι ισoδύvαµα 
• ∆ιάρκεια εξετάσεων 3 ώρες  
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Λύσεις 
 
 

1. Παραγωγίζοντας τη συνάρτηση z έχουµε 
 

   
2 2

2 2

2 4 2 4
x

xx

y

yy

z xf xg

z f x f g x
z f g
z f g

′ ′= +

′ ′′ ′= + + +
′ ′= − +

′′ ′′= +

g′

 
 απαλείφοντας τα και  καταλήγουµε στη ζητούµενη σχέση f,g,f ′′′′ g ′′
   

  24x
xx yy

zz x
x

− = z  

 
2. Θέτουµε και άρα  και έχουµε uzyx =++ vzyx 222 =++ 0)v,u(F =

 
   0 (1 ) (2 2 )x u x v xF F z F x zz= ⇒ + + + = 0

0

 
 
   0 (1 ) (2 2 )y u y v yF F z F y zz= ⇒ + + + =
 
Για να ισχύουν οι παραπάνω σχέσεις για τυχαία συνάρτηση F θα πρέπει το οµογενές 
γραµµικό σύστηµα ως προς Fu και Fv να έχει µηδενική λύση άρα 
 

  0
)zzy(2z1
)zzx(2z1

yy

xx =
++
++

  

 
( ) ( ) ( )x yy x y z z z x z− + − + − = 0  

 
 
3. ∆ιαφορίζουµε την εσωτερική ενέργεια 
 

  dV
V
EdT

T
EdE 







∂
∂

+






∂
∂

=  

 
και από την εξίσωση (1) έχουµε  
 

  dV
T
P

T
dEdS 






+=     ή 

 



  dV
V
EP

T
1dT

T
E

T
1dS 















∂
∂

++






∂
∂

= .   (Α) 

 
Ισχύει επίσης η σχέση 
 

  dV
V
SdT

T
SdS 







∂
∂

+






∂
∂

=       (Β) 

 
Συγκρίνοντας τις εξισώσεις (Α) και (Β) καταλήγουµε στις σχέσεις 
 

  






∂
∂

=






∂
∂

T
E

T
1

T
S

 και 














∂
∂

+=



 ∂
∂

V
EP

T
1

V
S


 . 

 
Γνωρίζουµε ότι ισχύει επίσης  
 

  
VT
S

TV
S 22

∂∂
∂

=
∂∂

∂
 

όταν η συνάρτηση S και οι παράγωγοι της είναι συνεχείς άρα 
 

  























∂
∂

+
∂
∂

=














∂
∂

∂
∂

V
EP

T
1

TT
E

T
1

V
 

 

  
2 2

2

1 1 1 1E E PP
T V T T V T T T V T
   ∂  ∂  ∂ ∂   = − + + +       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

E
 

 
 
και καταλήγουµε στη ζητούµενη σχέση 
 

P ET P
T V
∂ ∂  = +  ∂ ∂  





. 

 
 
4. Η προς µελέτη συνάρτηση είναι 
 
         (1) z20y10x5)z,y,x(f ++=
 
όπου z . Με αντικατάσταση στην (1) έχουµε  22 byxx −α−=
 
    
 (2) 

)0b   ,0(          )byxx(20y10x5)y,x(f 22 >>α−α−++=

 
Λύνοντας το σύστηµα 
 

  0
y
f   ,0

x
f

=
∂
∂

=
∂
∂

        (3) 

 
βρίσκουµε  



 

  
b64
4b15z    ,

b4
1y    ,

8
5x

α
α−

==
α

=       (4) 

 
   0b1600B   ,b40   ,0B   ,40A 2 <α−=ΑΓ−=∆−=Γ=α−=
Α=-40 α <0. Εποµένως έχουµε µέγιστο. 
Για να διπλασιάσει τα χρήµατά του πρέπει η µέγιστη τιµή της να ισούται µε 2k. 
Τελικά προκύπτει 

)y,x(f

 

  
b32

)b254(5k
α
+α

=  

 
 
5. Κοντά στην αρχή ισχύει sin( και η συνάρτηση γίνεται yx)yx −≈−

 

  ≈++=
−
−

≈ x22x
33

e)yxyx(e
yx
yx)y,x(f  

 

  







++++

2
xx1)yxyx(

2
22= , διότι ...

2
xx1

2
x +++≈e  

 
6. Για να είναι συναρτησιακά εξαρτηµένες θα πρέπει  

 

  0
)z,y,x(D
)ff,f(D 321 = ,   ή 

 

  10
y
xzzx)1(

xyxzyz
yxzxzy

z
1

yx
1

222

=λ⇒=







++−λ=+++

−
λ

−−

 

 
 Η σχέση που τις συνδέει είναι f  312 ff=
 


